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伯努利方程教学设计中的若干问题
1)

易文彬2) 孟庆昌 邓 辉3) 王 冲 张志宏 顾建农

(海军工程大学基础部，武汉 430033)

摘要 针对流体力学课程中伯努利方程内容的教学设计，分析了伯努利方程演示实验中的常见误解，提供

了伯努利方程的不同推导方法，讨论了方程中压强项的物理意义，并将伯努利方程进一步联系拓展，以加深学

生的理解认识，建立科学严谨的分析方法。伯努利方程的推导是我们认识该方程最基本的出发点，在运用伯努

利方程对演示实验解释时一定要注意伯努利方程的适用条件，且综合考虑流体黏性、卷吸等因素的影响。大多

数中文教材和英文教材关于伯努利方程中压强项的物理意义解读不同，由伯努利方程推导过程可知，方程中的

压强项具有势能的特性，这一特性仅对流体成立。通过建立伯努利方程与其他知识点的联系，对比了可压缩和

不可压缩伯努利方程的形式，加深了学生对伯努利方程的理解认识。
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SEVERAL ISSUES IN BERNOULLI EQUATION’S

INSTRUCTIONAL DESIGN1)

YI Wenbin2) MENG Qingchang DENG Hui3) WANG Chong ZHANG Zhihong GU Jiannong

(Department of Basic Courses, Naval University of Engineering, Wuhan 430033, China)

Abstract In view of Bernoulli equation’s instructional design in fluid mechanics, this paper analyzes some

common misunderstandings in demonstration experiments of Bernoulli equation, provides different derivation

methods of Bernoulli equation, discusses the physical meaning of the pressure term, and further expands this

lesson, so as to deepen the students’ understanding and establish scientific analysis method. The derivation of

Bernoulli equation is the basis. When using Bernoulli equation to explain the demonstration experiment, we

must pay attention to the applicable conditions of Bernoulli equation, and comprehensively consider the influence

of fluid viscosity, entrainment and other factors. Most textbooks in Chinese or English give different physical

interpretations of the pressure term in Bernoulli equation. Based on the derivation of Bernoulli equation, it

can be seen that the pressure term in the equation has the property of potential energy, which is true only for

fluid. By establishing the relationship between Bernoulli equation and other knowledge points and comparing

compressible and incompressible Bernoulli equation, students can acquire a better understanding of Bernoulli

equation.
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伯努利方程是流体力学课程教学中的重要内容。

在教学设计中常包含实验演示、方程推导、物理意义

讨论、相关知识点的联系拓展等环节。然而在教学实

施的过程中，常常出现以下几方面问题，如演示实验

解释不合理，学生对方程推导及方程中压强项的物

理意义理解感到困惑，对方程的理解过于片面，不能

建立知识点线面的联系。针对以上问题，本文梳理伯

努利方程演示实验中的常见误解，分析伯努利方程

不同的推导方法，讨论方程中压强项的物理意义，并

将伯努利方程进一步联系拓展，以加深学生对内容

的理解认识，建立科学严谨的分析方法。

1 演示实验中的若干误解

在课程内容引入时，教师往往通过一些简易的

演示实验来激发学生兴趣，然而对演示实验的解释

往往一笔带过，甚至忽略了方程使用的限制条件，

给出错误的解释，反而不利于学生科学严谨地分析

问题。

吹纸片实验是早期课本常用的一个演示实验

(图 1)。捏住纸片的一端，用嘴或者吹风机对着纸片

的上方吹气时，纸片则向上抬起。由于观察到纸片上

方的气流速度快，压强低，学生很容易误认为是伯努

利方程的原因。事实上，纸片上方和下方的流体并不

处于同一流线，且初始时二者机械能也不相等 (上方

吹出气流的机械能大于下方气流的机械能)，不满足

伯努利方程的适用条件[1]。

图 1 吹纸片实验

由实验测量可知射流的压强与周围环境压强基

本相等，吹出的气流压强和周围大气压差别不大。

吹纸片实验中纸片之所以向上抬起主要与流体黏性

导致的康恩达效应以及纸片初始弯曲弧度有关 [2-3]。

流体流过弯曲的壁面时，因为黏性的作用，射流带

走周围的流体向下游流动，导致附近压强降低从而

射流向壁面偏转。根据力作用的相互性，壁面也

受到指向射流方向的力，因此纸片会向射流方向抬

起。射流沿着平直的壁面流动时，康恩达效应不

明显。如果纸条自然下垂，并没有形成弧度，此

时向下吹气，则纸片摆动幅度较小，且不会出现方

向性。

图 2 所示的气顶球实验是一个较为有趣的演示

实验：实验时吹风机向上吹气保持小球悬浮于吹风

机上方，当水平移动吹风机时，小球也会随之水平移

动，甚至吹风机倾斜一定的角度，上方悬浮的小球也

随之移动而并不落下。文献 [4-5] 对该实验进行了讨

论，但是关于气顶球实验的解释争议较大。

图 2 气顶球实验

为了解释气顶球实验现象，本文基于 CFD软件

进行了数值模拟。计算中的小球为标准的乒乓球，直

径为 0.04 m，重量为 2.7 g，距离下方射流出口 0.3 m。

计算可得射流出流速度为 12.7 m/s 时，小球可保持

平衡。图 3为射流正对球心时的流场的速度分布。观

察小球下方射流速度分布：由于黏性的作用，射流带

动周围静止的空气，同时射流核心区变细。图 4 为

射流正对球心时流场的压强分布，虽然射流和周围

空气流速差别较大，但是压强差别较小。

0.00 2.89 5.77 8.66

/(m.s-1)

11.50 14.40

图 3 射流正对球心时流场的速度分布
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图 4 射流正对球心时流场的压强分布

图 5 为射流正对小球左侧时的速度分布，图 6

为小球表面的压强分布。小球左下方为驻点，受射流

的冲击作用为高压区；小球左侧流速较大，由流线伯

努利方程可知，此处为低压区。计算得到小球受到水

平方向的合力向左，为 5.5 mN，相当于 0.2 倍小球

的重量，此力拉动小球向左移动。其中一种解释为康

恩达效应导致小球左侧压强降低，进而产生水平的

作用力，同时压强降低会出现流线弯曲且流动加速

的现象[6]。

0.0 2.8 5.7 8.5 11.4 14.2

/(m.s-1)

图 5 射流正对小球左侧时流场的速度分布

-34.1 -13.2 7.7 28.6 49.5 70.4

/Pa

图 6 射流正对小球左侧时小球的压强分布

2 伯努利方程的推导及物理意义

不同流体力学教材中关于伯努利方程的推导有

不同的方法。有的是基于理想流体运动微分方程 (欧

拉方程或兰姆方程)沿流线积分得到，有的是基于功

能原理推导。不同的推导过程难易不同，学习了解

多种推导方法有助于学生加深对伯努利方程的认识

理解。

2.1 推导方法一

在定常流场中，基于牛顿第二定律分析理想流

体微元体的受力，可得到欧拉运动微分方程为

ux
∂ux

∂x
+ uy

∂ux

∂y
+ uz

∂ux

∂z
= fx − 1

ρ

∂p

∂x
(1)
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式中，p为流体的压强；ux，uy，uz 分别为速度 u沿

坐标轴 x，y，z 三个方向上的分量；fx，fy，fz 分别

为单位质量流体的质量力 f 沿 x，y，z 三个方向上

的分量，z 轴垂直向上。

将方程 (1)∼ (3) 沿流线积分即可得到伯努利方

程[7]。由流线方程

dx

ux
=

dy

uy
=

dz

uz
(4)

可得到 uydx = uxdy，uzdx = uxdz，所以式 (1)乘以

dx 后可写为

ux
∂ux

∂x
dx+ ux

∂ux

∂y
dy + ux

∂ux

∂z
dz =

fxdx− 1

ρ

∂p

∂x
dx (5)

即

uxdux = fxdx− 1

ρ

∂p

∂x
dx (6)

同理，式 (2) 和式 (3) 作类似变换可得到

uyduy = fydy −
1

ρ

∂p

∂y
dy (7)

uzduz = fzdz −
1

ρ

∂p

∂z
dz (8)

将式 (6)∼式 (8) 相加，质量力仅为重力 g 时，有

uxdux + uyduy + uzduz = d(−gz)− dp

ρ
(9)
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d

(
u2

2

)
= d(−gz)− dp

ρ
(10)

在定常不可压缩流动中，ρ 为常数。因此，计及重力

作用的定常不可压缩流动的伯努利方程为

d

(
u2

2g
+ z +

p

ρg

)
= 0 (11)

u2

2g
+ z +

p

ρg
= C (12)

式中，u2/(2g) 为单位重量流体的动能，z 为单位重

量流体的重力势能，p/(ρg) 为压力对单位重量流体

所做的功。理想流体沿着流线定常流动时，单位重量

流体的动能、势能和压力做功之和为常数。这三种形

式的能量和功在流动的过程中是可以转化的，伯努

利方程是能量转化与守恒定律在流体力学中的具体

反映[7]。

此外，也可以根据兰姆运动微分方程进行推

导 [8]。兰姆运动微分方程为欧拉运动微分方程的另

外一种表达形式，优点是对于无旋流动时，方程可以

大大简化，此处不再赘述。

2.2 推导方法二

在理想流体的定常流动中，考虑沿流线方向作

用于流管中一个微元上的力，并对此微元应用牛顿

第二定律 (图 7)。垂直于流线的此微元截面积具有

任意的形状，其面积大小由 dA 变化为 dA+ o(dA)。

忽略二阶小量后，微元的质量为

m = ρdAds (13)

(p⇁dp)dA

θ

θ

z

x

n mg

o

s

ds

ds

dz

dx

pdA

图 7 沿流线运动的微元

沿流线切线方向进行受力分析，理想流体无切

应力，则表面力为

pdA− (p+ dp)dA = −dpdA (14)

重力场中，重力在流动方向上分量为

−ρgdsdA sin θ = −ρgdAdz (15)

沿流线方向应用牛顿第二定律，得

−dpdA− ρgdAdz = ρdsdAa (16)

沿流线建立坐标系，流体质点沿流线的加速度 a =

u(∂u/∂s) + ∂u/∂t。定常流动时，a = u(du/ds)。

则式 (16) 可以化简为

dp

ρ
+ gdz + udu = 0 (17)

式 (17)与式 (10)相同，适用于可压流体和不可压缩

流体。在不可压缩条件下积分即可得到常见形式的

伯努利方程。式 (17) 通常也称为一维欧拉方程，是

列奥纳德 ·欧拉 (Leonhard Euler) 于 1750 年首先导

出。此方法的优点在于学生未掌握欧拉运动微分方

程时也能够较好理解伯努利方程的推导过程。

2.3 推导方法三

在理想流体定常流动中，任取一微流束，取

1-2 段作为控制体进行分析 (图 8)。假设在 t 时

刻，流体系统与控制体重合，在 t + dt 时刻，流

体系统运动至 1′-2′ 位置。微流束在过流断面 1-1

和 2-2 处的面积，压强，流速，密度，高度分别为

dA1，dA2，p1，p2，u1，u2，ρ1，ρ2，z1，z2。对不可压

缩流体，ρ1 = ρ2。

x

z

o

dA1

dA2

















u1

u2

图 8 定常流场中的微流束

由定常不可压缩条件知，微流束在 1-1′ 和 2-2′

段的体积相等，用 dV 表示。忽略二阶小量，流体从

1-2 移动到 1′-2′ 外界压力对系统做功

dW = p1dA1u1dt− p2dA2u2dt = (p1 − p2)dV (18)
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流体从 1-2 段运动到 1′-2′ 位置时机械能的增量

dE =
ρdV u2

2

2
+ ρdV gz2 −(

ρdV u2
1

2
+ ρdV gz1

)
(19)

根据功能原理，dW = dE，可得到

ρu2
2

2
+ ρgz2 + p2 =

ρu2
1

2
+ ρgz1 + p1 (20)

u2

2g
+ z +

p

ρg
= C (21)

与前两种推导方法不同，方法 3 是基于功能原

理推导得到。方法 3 比较简洁直观，适合基础比较

薄弱的学生掌握。

2.4 伯努利方程中压强的物理意义

由以上推导过程可知，伯努利方程中 z 代表了

重力对单位重量流体所做的功，表示单位重量流体

的重力势能。p/(ρg) 代表了压力对单位重量流体所

做的功，为方便理解，部分中文教材也称之为单位

重量流体的压强势能 (简称压能)，属于一种机械能。

学生在课堂学习时可能遇到以下困惑：压强是一种

势能吗？固体有没有压强势能？

为避免学生产生困惑，大多数英文教材中关于

伯努利方程中压强项的物理意义并未过多解读[9]。教

材 [10]将伯努利方程 (12)左边三项分别称为单位重

量流体的动能，势能和可逆的压强功。教材 [11] 中

将压强项称为压头，且指出一般不称其为压力能。流

体中存在压力做功，这是由于流体在压力作用下可

以流动做功，它是流体中一种特殊的能量，固体则没

有这种特性。此外，某一空间点处单位重量流体的压

能容易求得 (不可压缩条件下为 p/(ρg))，但对于一

个系统中的压能通常难以积分求得，这也限制了将

压强项作为一种能量来处理应用，因此在推导方法

3 中将压强影响作为力而非能量来考虑。

3 伯努利方程的联系与拓展

伯努利方程与流体力学课程中的其他内容有着

密切的联系 (图 9)。如流体静止时，伯努利方程退化

为静力学基本方程；考虑黏性流体管内流动损失时，

可以建立黏性总流伯努利方程。如果在课程中引导

学生建立点线面的知识体系将有助于加深学生对整

个课程的理解和认识。

文献 [12] 阐述了伯努利方程在流体静力学、定

常孔口出流、毕托管测速、文丘里管流量和翼型绕

流等具体流动中的成功应用。公元前 250年，阿基米

德提出了流体力学浮力定理。而流体静力学基本方

程正是伯努利方程在速度为 0 时的特殊形式。1653

年，帕斯卡发现的流体压强传递特性也是伯努利方

程的一个特殊形式。1643 年，意大利科学家托里拆

利通过实验的方法总结出了定常孔口出流的基本公

式。流体质点从自由液面运动到孔口，重力势能转化

为动能，其机械能守恒的思想与伯努利方程不谋而

合。利用伯努利方程的原理还可以通过毕托管测速

或文丘里管测流量。值得注意的是，毕托管测速仪的
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图 9 伯努利方程的知识联系
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发明时间早于伯努利方程的提出时间，而文丘里流

量计发明时间明显晚于伯努利方程的提出时间。从

中我们可以看到，实验和理论分析是科学研究的两

个重要方法，且相辅相成，相互促进。知识的发现并

非一蹴而就，各知识之间蕴含着丰富的联系。

伯努利方程可以在定常、沿流线、无黏、不可压

缩、重力场的条件下推导得出。若流线上两点高度相

等或者重力可忽略时，伯努利方程也可以写为

p0 =
ρ∞u2

∞
2

+ p∞ (22)

式中，ρ∞u2
∞/2 为动压；p∞ 为静压；p0 为总压或者

驻点压强，总压并不是真实的压强，其大小与参考系

有关。值得注意的是，式 (22) 仅适用于压缩性可以

忽略的流体。

对于理想气体做绝热连续流动，考虑气体的压

缩性，结合完全气体状态方程式 (23)，等熵压缩关系

式 (24)，焓的定义式 (25) 对欧拉运动微分方程沿流

线积分可得到可压缩等熵气流的伯努利方程。

p = ρRT (23)

p/ρk = const (24)

h = cpT (25)

可压缩等熵气流的伯努利方程中含有温度项，但

仍然是能量守恒方程，其有的几种形式为

u2

2
+

k

k − 1

p

ρ
= C (26)

u2

2
+ h = C (27)

k

k − 1
RT1[(p2/p1)

k−1
k − 1] +

u2
2 − u2

1

2
= 0 (28)

对于可压缩的等熵气流伯努利方程，与式 (22)

有所不同，其总压和静压的关系满足[13]

p0 = p∞ +
ρ∞u2

∞
2

(
1 +

u2
∞

4c2∞
+ · · ·

)
(29)

式中，c∞ 为来流声速，p∞，ρ∞，u∞ 分别为来流静

压，密度和速度。引入马赫数 Ma∞ = u∞/c∞，当

Ma∞ < 0.3 时，一般认为流体压缩性引起的总压变

化可以忽略不计。

4 小结

伯努利方程形式简单，在实际工程中有着广泛

的应用，是流体力学课程教学中的重点和难点。围

绕伯努利方程的教学设计需要注意以下几个方面的

问题。

(1) 关于演示实验的解读应该做到深入且严谨，

应当注意到伯努利方程的适用条件，综合考虑流体

黏性，抽吸，康恩达效应等因素的影响。

(2)方程的不同推导方法难易不同，出发的角度

不同。了解方程的不同推导方法有助于加深学生对

伯努利方程本质的理解认识。

(3)流体力学中文教材中多将伯努利方程中压强

项解读为压强势能，而英文教材多没有这种说法。伯

努利方程中压强项的本质是压力对单位重量流体所

做的功，在流体当中，它可作为一种特殊的能量，称

之为压能。但是流体系统的压能难以积分求得，且在

固体中并不存在这种能量，为避免学生产生困惑，也

可不将其解读为压能。

(4)伯努利方程与流体静力学等知识点有着丰富

的联系，适当的联系拓展有助于学生体会知识的发现

过程，加深对流体力学研究方法的认识。

(5)在可压缩条件下，伯努利方程的形式及物理

意义均有所改变，学生应仔细对比鉴别。
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