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考虑温度效应的覆冰导线动力学

建模及舞动特征研究
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摘要 针对以往研究忽略了温度效应对覆冰导线舞动特性的影响，本文推导了考虑温度效应影响的覆冰导

线舞动控制方程。基于悬链法、热应力理论推导了覆冰导线的偏微分舞动方程，接着通过 Galerkin 法将该偏

微分方程转化为常微分方程。建立气动载荷模型，将气动力引入到舞动方程中，随后采用多尺度求得了覆冰导

线的位移响应，最后进行了参数分析、算例分析。结果表明：温度对覆冰导线面内、面外的频率影响显著，且对

覆冰导线舞动的幅值也有一定的影响。可见针对覆冰导线舞动特征的影响研究，有必要考虑温度效应的影响，

本文的研究成果有利于理论建模的完善，也能给予实际工程一定的参考。
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Abstract The influence of the temperature on the galloping characteristics of iced conductor was often ne-

glected in related studies. In this paper, the galloping governing equation with consideration of the temperature

effect is derived. Based on the catenary method and the thermal stress theory, the partial differential galloping

equation of iced conductor is derived, then the partial differential equation is transformed into the ordinary dif-

ferential equation by Galerkin method. The aerodynamic load model is established and the aerodynamic loads

are introduced into the galloping equation. Then the displacement response of the iced conductor is obtained

by the multiple scale method. Finally, a parameter analysis and a numerical example analysis are carried out.

The results show that the temperature has a significant effect on the in-plane and out-of-plane frequencies of
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the iced conductor, and also has a certain influence on the galloping amplitude of the iced conductor. It can

be seen that the influence of the temperature on the galloping characteristics of the iced conductors must be

considered when studying the galloping characteristics of the iced conductor.

Key words temperature effect, iced conductor, galloping characteristics, frequency, amplitude

覆冰导线舞动是引起线路发生破坏的主要原因

之一，因此研究覆冰导线舞动这一课题引起了学术

界的关注 [1]。覆冰导线舞动本质属于自激振动，通

常表现为低频、大振幅的几何非线性特征[2-3]。在冬

季季风的作用下，覆冰导线舞动可持续数十日，长

时间舞动所产生的交变应力会导致线路破坏、螺栓

松动等事故 [4-7]，严重危害着国民经济和人民安全。

针对覆冰导线舞动的研究，科技学者们在这一领域

做了许多贡献 [1-14]。Den Hartog [8] 与 Nigol 等 [9] 提

出了各自的舞动机理，在学术界受到了广泛的认可。

秦力等 [11] 推导了二分裂覆冰导线舞动所产生的交

变张力的表达式，并分析半波数等参数对交变张力

的影响，得出覆冰二分裂导线的动态响应特性，最

后结合 ANSYS有限元软件对理论结果进行了验证。

向玲等[12] 通过 FLUENT 仿真软件模拟了覆冰四分

裂导线的气动力系数，并将该气动力系数与风洞试

验所得气动力系数进行对比，发现其结果比较吻合，

接着将模拟所得的气动力系数施加到有限元模型上，

系统地研究了覆冰四分裂导线的舞动特征。周林抒

等[13] 采用 ABAQUS 有限元软件对覆冰六分裂导线

的舞动进行了数值模拟，得到了覆冰六分裂导线的

位移响应、舞动轨迹、交变张力，并将数值模拟结果

与现场实测结果作对比，验证了数值模拟结果的准

确性。蔡萌琦等[14] 在文献 [13]的基础上进一步研究

了覆冰八分裂导线的舞动特征，还讨论了风速、档距

等参数对覆冰八分裂导线舞动特征的影响。

在研究覆冰导线舞动时，大部分学者都忽略了

温度效应对覆冰导线舞动特征的影响，而实际工程

中，温度变化会导致覆冰导线膨胀或收缩，在覆冰导

线内部产生热应力，进而可能对覆冰导线的舞动特

征造成一定的影响。因此，本文在研究覆冰导线舞动

特征时，重点考虑了温度效应对覆冰导线舞动特征

的影响，研究成果将对理论建模的完善与实际工程

的指导有一定的参考价值。

1 舞动方程

建立如图 1 所示的覆冰导线数学模型，覆冰导

线两端铰接，且以左铰接点为笛卡尔坐标系的原点，

两铰接点的连线为 x 轴，y 轴正方向与重力加速度

方向一致，z 轴正方向垂直于平面指向内。图 1中的

Γ1 表示覆冰导线的静态构型，Γ2 表示覆冰导线的热

应力平衡构型，Γ3 表示覆冰导线的动态构型。
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图 1 覆冰导线数学模型

将覆冰导线当作连续体，根据牛顿力法可得覆

冰导线静态构型上的平衡方程为

∂

∂s

(
H

∂x

∂s

)
= 0 (1a)

∂

∂s

(
H

∂y

∂s

)
= −mg (1b)

∂

∂s

(
H

∂z

∂s

)
= 0 (1c)

式中，s 为弧坐标，m 为覆冰导线的单位质量，g 为

重力加速度，H 为初始张力。

同理，可得到覆冰导线在热应力平衡构型上的

平衡方程为
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)]
= 0 (2a)
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+
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∂s

)]
= 0 (2c)

式中，u，v，w 分别表示温度变化引起的覆冰导线 x

轴、y 轴、z 轴方向位移的变化量；H̆ 表示温度变化

引起的张力变化量。

同理，也可得到覆冰导线在动态构型上的平衡
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方程为

∂

∂s
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(H + H̆ + H̄)
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∂s
+
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∂s
+

∂ū

∂s
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∂2ū
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(3a)
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)]
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−mg +m
∂2v̄

∂t2
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− FV (3b)
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[
(H + H̆ + H̄)
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∂z
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∂s
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m
∂2w̄

∂t2
+ cW
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− FW (3c)

式中，FV 和 FW 分别表示 y 轴、z 轴方向覆冰导

线所受气动载荷；cU，cV，cW 分别表示覆冰导线 x

轴，y 轴，z 轴方向的阻尼系数；̄u，̄v，w̄ 分别表示在

气动载荷作用下覆冰导线 x轴、y 轴、z 轴方向增加

的位移；H̄ 为气动载荷作用下覆冰导线张力的变化

量。

覆冰导线 x 轴方向的振动波速远小于 y 轴、z

轴方向的振动波速，因此忽略 x轴方向的位移 ū，然

后根据式 (1)∼式 (3) 可得覆冰导线 y 轴、z 轴方向

的舞动控制方程为

∂

∂s

[
(H + H̆)

∂v̄
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+ H̄
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式中

y =
mg

2H
(L− x)x, v = − H̆

H + H̆
y

H̆ = α∆TEA (α 为热膨胀系数，∆T 为温度变化

量，EA为覆冰导线的拉伸刚度)。

覆冰导线在气动载荷作用下张力的表达式为

H̄ =
EA

L

∫ L

0
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]
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式中，L 表示覆冰导线的跨径。

覆冰导线在气动载荷下的位移为

v̄ = ϕ2(x)q2(t) (6a)

w̄ = ϕ3(x)q3(t) (6b)

式中，ϕ2 和 ϕ3 表示模态函数，q2 和 q3 表示振动函

数。

将式 (5) 和式 (6) 代入式 (4)，并根据 Galerkin

方法可得覆冰导线的舞动常微分方程

ϑ1q2 + ϑ2q
2
2 + ϑ3q

2
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3
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3
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式 (7) 中的线性与非线性系数的表达式分别为
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2 气动载荷分析

冬季来临时，在季风的影响下导线表面容易结

冰，由于覆冰的影响，导线表面会受到一定大小的气
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动载荷，为分析气动载荷对覆冰导线的作用形式，首

先需建立覆冰导线横截面模型，如图 2 所示。

FL

FD

α0

α

z

U

图 2 覆冰导线横截面

FL 表示气动升力，FD 表示气动阻力，α表示攻

角，α0 表示初始攻角，U 表示风速 (方向平行于 z

轴)。可得到

FV = FL cos(αt)− FD sin(αt) =
1

2
ρDU2Cy(α) (8a)

FW = FL sin(αt) + FD cos(αt) =
1

2
ρDU2Cz(α) (8b)

式中，α = α0 − αt，αt = ˙̄v/U；ρ 表示空气密度；D

表示迎风直径；Cy 和 Cz 分别表示 y 轴、z 轴方向

的气动力系数，其表达式为

Cy = α1α+ α2α
2 + α3α

3 (9a)

Cz = β1α+ β2α
2 + β3α

3 (9b)

式中，α1，α2，α3，β1，β2，β3 为待定系数，可通过

风洞试验测得。

初始攻角为一定常数，只具备静力效应，不影响

覆冰导线的舞动特征，因此忽略初始攻角，然后将

式 (9) 代入式 (8) 可得

FV =
1

2
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(
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U

)
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(
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(
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1
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(
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U

)
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(
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U
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(
−
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U

)3
]

(10b)

根据 Galerkin 方法，上节内容已经得到

ϑ8 =

∫ L

0

FV ϕ2dx (11a)

ν7 =

∫ L

0

FWϕ3dx (11b)

将式 (11) 代入式 (10)，并将所得结果代入式 (7) 可

得到新的覆冰导线舞动常微分方程

ϑ1q2 + ϑ2q
2
2 + ϑ3q

2
3 + ϑ4q

3
2 + ϑ5q2q

2
3 + ϑ6q̈2 +
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2
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3
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2
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3
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式 (12)新增加的线性与非线性系数的表达式分别为

ϑ9 =

∫ L

0

1

2
ρU2D

(
−α1

U

)
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2dx
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2
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2dx
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0

1

2
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(
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U
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0

1

2
ρU2D

(
β2

U2

)
ϕ3ϕ

2
2dx

ν10 =

∫ L

0

1

2
ρU2D

(
− β3

U3

)
ϕ3ϕ

3
2dx

3 多尺度法分析

覆冰导线的舞动一般属于弱非线性系统的振动

问题。针对弱非线性系统振动的研究，常用的定量分

析方法有摄动法、KBM 渐进法、谐波平衡法以及多

尺度法等。多尺度法[15-19] 因逻辑清晰、计算结果精

度高而受到科技学者们的青睐。

为满足多尺度法的求解格式，首先转化式 (12)

为

q̈2 + ω2
2q2 = ε(γ1q̇2 + γ2q̇

2
2 + γ3q̇

3
2 + γ4q

2
2 +

γ5q
2
3 + γ6q

3
2 + γ7q2q

2
3) (13a)

q̈3 + ω2
3q3 = ε(η1q̇3 + η2q̇2 + η3q̇

2
2 + η4q̇

3
2 +

η5q2q3 + η6q
2
2q3 + η7q

3
3) (13b)

式中，ε 表示无量纲的小参数，涉及到的其他线性与

非线性系数的表达式分别为

γ1 = −ϑ7 + ϑ9

ϑ6
, γ2 = −ϑ10

ϑ6
, γ3 = −ϑ11

ϑ6
, γ4 = −ϑ2

ϑ6

γ5 = −ϑ3

ϑ6
, γ6 = −ϑ4

ϑ6
, γ7 = −ϑ5

ϑ6
, ω2

2 =
ϑ1

ϑ6
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ω2
3 =

ν1
ν5

, η1 = −ν6
ν5

, η2 = −ν8
ν5

, η3 = −ν9
ν5

η4 = −ν10
ν5

, η5 = −ν2
ν5

, η6 = −ν3
ν5

, η7 = −ν4
ν5

式 (13) 的解为

q2 = q20(T0, T1) + εq21(T0, T1) + · · · (14a)

q3 = q30(T0, T1) + εq31(T0, T1) + · · · (14b)

式中，q20 和 q30 表示覆冰导线的周期解，q21 和 q31

表示覆冰导线的修正解，T0 和 T1 为时间尺度 (物理

意义分别表示关于时间 t 的快变化量与慢变化量)，

且满足

d

dt
=

d

dT0

T0

dt
+

d

dT1

T1

dt
= D0 + εD1 + · · · (15a)

d2

dt2
=

(
d

dT0

T0

dt
+

d

dT1

T1

dt

)2

=

D2
0 + 2εD0D1 + · · · (15b)

式中，D0 和 D1 为标记符号。

将式 (14)和式 (15)代入式 (13)，并将涉及到小

参数 ε 的项分类整理可得：

ε 的零次项

D2
0q20 + ω2

2q20 = 0 (16a)

D2
0q30 + ω2

3q30 = 0 (16b)

ε 的一次项

D2
0q21 + ω2

2q21 = −2D0D1q20 + γ1D0q20 +

γ2(D0q20)
2 + γ3(D0q20)

3 + γ4q
2
20 +

γ5q
2
30 + γ6q

3
20 + γ7q20q

2
30 (17a)

D2
0q31 + ω2

3q31 = −2D0D1q30 + η1D0q30 +

η2D0q20 + η3(D0q20)
2 + η4(D0q20)

3 +

η5q20q30 + η6q
2
20q30 + η7q

3
30 (17b)

将式 (16) 的解设为

q20 = AV (T1) exp(iω2T0) + cc (18a)

q30 = AW (T1) exp(iω3T0) + cc (18b)

式中，AV 和 AW 表示覆冰导线的舞动幅值 (皆为 T1

的函数)，cc 表示复杂的共轭项，i 为虚数单位。

将式 (18) 代入式 (17) 可得

D2
0q21 + ω2

2q21 = (−2iω2A
′
V + γ1iω2AV +

3γ3iω
3
2A

2
V ĀV + 3γ6A

2
V ĀV + 2γ7AV AW ĀW ) ·

exp(iω2T0) + γ2(−ω2
2A

2
V + γ4A

2
V ) ·

exp(2iω2T0) + (γ6A
3
V − γ3iω

3
2A

3
V ) ·

exp(3iω2T0) + γ2ω
2
2AV ĀV + γ4AV ĀV +

γ5[A
2
W exp(2iω3T0) +AW ĀW ] +

γ7{AV A
2
W exp[i(ω2 + 2ω3)T0] +

ĀV A
2
W exp[i(−ω2 + 2ω3)T0]}+ cc (19a)

D2
0q31 + ω2

3q31 = (−2iω3A
′
W + η1iω3AW +

2η6ĀV AV AW + 3η7A
2
W ĀW ) exp(iω3T0) +

η2iω2AV exp(iω2T0) + η3[− ω2
2A

2
V ·

exp(2iω2T0) + ω2
2AV ĀV ] + η4[− iω3

2A
3
V ·

exp(3iω2T0) + 3iω3
2A

2
V ĀV exp(iω2T0)] +

η5{AV AW exp[i(ω2 + ω3)T0] +

AV ĀW exp[i(ω2 − ω3)T0]}+

η6{A2
V AW exp[i(2ω2 + ω3)T0] +

A2
V ĀW exp[i(2ω2 − ω3)T0]}+

η7A
3
W exp(3iω3T0) + cc (19b)

根据微分方程的可解条件，式 (19) 有解的充要条件

为其久期项需为零，即

−2iω2A
′
V + γ1iω2AV + 3γ3iω

3
2A

2
V ĀV +

3γ6A
2
V ĀV + 2γ7AV AW ĀW = 0 (20a)

−2iω3A
′
W + η1iω3AW + 2η6ĀV AV AW +

3η7A
2
W ĀW = 0 (20b)

将 AV 和 AW 改写为极坐标形式，即

AV =
1

2
ξV exp(iµV ) (21a)

AW =
1

2
ξW exp(iµW ) (21b)

式中，ξV 和 ξW 表示振幅，µV 和 µW 表示相位。

将式 (21) 代入式 (20) 并分离实部和虚部可得

ξ′V =
γ1
2
ξV +

3γ7ω
2
2

8
ξ2V (22a)

µ′
V = − 3γ6

8ω2
ξ2V − γ7

4ω2
ξ2W (22b)

ξ′W =
η1
2
ξW (22c)

µ′
W = − η6

4ω3
ξ2V − 3η7

8ω3
ξ2W (22d)
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式 (22) 可根据 Newton–Raphson 方法求解，当给定

覆冰导线的物理参数与气动力系数时，就能得到覆

冰导线的位移时程曲线。

4 算例分析

本文的研究会涉及到覆冰导线的物理参数，具体

为：覆冰导线的拉伸刚度 EA = 13.3×106 N，初始张

力 H =21.73 × 103 N，单位质量 m=1.53 kg/m，平

均风速 U =4.1 m/s，覆冰导线的直径 D=0.018 8 m，

空气密度 ρ=1.292 9 kg/m3，y 轴的黏性阻尼系数

cV =0.01，z 轴的黏性阻尼系数 cW =0.379，热膨胀

系数 α=1.68×10−5 ◦C−1，气动力系数 α1 =−0.667，

α2 =−16.218 8，α3 =33.432 4，β1 =3.442，β2 =3.33，

β3 = 7.1262，静态初始构型 y = (mgx/2H)×(L−x)，

模态函数 ϕ2 = sin(πx/L)，ϕ3 = sin(πx/L)。

本文推导了覆冰导线面内、面外固有频率的计

算式，从计算式中得知温度的变化会导致覆冰导线

固有频率的变化，为系统地分析不同档距下覆冰导

线固有频率随温度变化的趋势，现给出了覆冰导线

档距 L 分别为 80 m，150 m，300 m，500 m 下温度

对面内、面外固有频率的影响曲线，见图 3。

从图 3可知：覆冰导线档距 L为 80 m和 150 m

时，随着温度的升高，覆冰导线的面内、面外的频

率都将增加；覆冰导线档距 L 为 300 m 和 500 m

时，随着温度的升高，覆冰导线的面内的频率将下

降、面外的频率将增加。这是因为面内频率的表达式

为 ω2
2 = ϑ1/ϑ6，即影响面内频率的系数主要为 ϑ1 和

ϑ6。其中 ϑ6 = −
∫ L

0
mϕ2

2dx，且 ϑ6 随着档距的增加

而增加，ϑ1 表达式为

ϑ1 =

∫ L

0

(H + H̆)ϕ′′
2ϕ2dx+∫ L

0

EA

L

(
1− H̆

H + H̆

)
y′′

∫ L

0

y′ϕ′
2dxϕ2dx

但 ϑ1 的变化与档距和温度都有关。档距较小时，ϑ1

的大小主要由

∫ L

0

(H + H̆)ϕ′′
2ϕ2dx 决定，即随着温

度增高、档距变大，ϑ1 的值会增加；档距较大时，影

响系数 ϑ1 的多项式∫ L

0

EA

L

(
1− H̆

H + H̆

)
y′′

∫ L

0

y′ϕ′
2dxϕ2dx

的值会变大，且该值为负数，进而会使得 ϑ1 的值变

小。面外频率的表达式为 ω2
3 = ν1/ν5，即影响面内频
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图 3 温度对固有频率的影响 (不同档距)

率的系数主要为 ν1 和 ν5，且都随着档距和温度的增

加而增加，但 ν5 的增加速度比 ν1 的增加速度快，即

在大档距下面外频率的斜率较小。由此可知不同档

距下，温度对覆冰导线面内、面外的频率的影响是很

显著的。

覆冰导线的初始张力 H 一般在 3.0 × 104 N 上

下浮动，为分析不同张力下覆冰导线固有频率随温

度变化的趋势，现给出了覆冰导线张力 H 分别为

2.0× 104 N，3.0× 104 N，4.0× 104 N，5.0× 104 N下

温度对面内、面外固有频率的影响曲线，见图 4。

从图 4可知：覆冰导线初始张力H 为 2.0×104 N

和 3.0 × 104 N 时，随着温度的升高，覆冰导线的面

内的频率将下降、面外的频率将增加；覆冰导线初始

张力 H 为 4.0×104 N和 5.0×104 N时，随着温度的

升高，覆冰导线的面内、面外的频率都将增加。这是

因为面内的频率为 ω2
2 = ϑ1/ϑ6，当张力较小时，影

响系数 ϑ1 的多项式
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图 4 温度对固有频率的影响 (不同张力)

∫ L

0

EA

L

(
1− H̆

H + H̆

)
y′′

∫ L

0

y′ϕ′
2dxϕ2dx

的值会随着温度的升高而变大，且该值为负数，因此

会使得面内的频率变小；当张力较大时，多项式∫ L

0

EA

L

(
1− H̆

H + H̆

)
y′′

∫ L

0

y′ϕ′
2dxϕ2dx

的值对频率的影响将越来越小，因此当初始张力 H

为 4.0× 104 N和 5.0× 104 N时，面内的频率表现为

缓慢增加的趋势。由此可知不同张力下，温度对覆冰

导线面内、面外的频率的影响也是很显著的。

根据上述分析得知：温度变化会导致覆冰导线

面内、面外频率的改变，进而可能导致舞动幅值发

生改变。实际生活中 500 m 的大跨越覆冰导线随处

可见，因此下面给出档距 L 为 500 m 的覆冰导线在

∆T = −40◦C，∆T = 0◦C，∆T = 40◦C 时的位移时

程曲线，见图 5∼图 7。
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图 5 位移响应曲线 (T = −40◦C)

从图 5∼图 7 可知：覆冰导线的舞动是一个能

量逐渐积累的过程。在 600 s 之前，随着时间的推

移，面内、面外的幅值逐渐增加，当达到 600 s 左右

时，导线逐渐趋于稳定，稳定后幅值保持不变；温度

对幅值的影响比较显著。当温度降低时，导线稳定后

的幅值会降低，当温度升高时，导线稳定后的幅值会

增加，因此针对覆冰导线舞动特征研究时，有必要考

虑温度效应对覆冰导线舞动特征的影响。
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图 6 位移响应曲线 (T = 0◦C)
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图 6 位移响应曲线 (T = 0◦C) (续)
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图 7 位移响应曲线 (T = 40◦C)

根据上述分析可知，温度变化会对覆冰导线的

舞动幅值造成影响，为了更加清楚地对比不同温度

变化下覆冰导线舞动幅值的区别，图 8∼图 10 给出

了处于稳定状态下 10 s 内的幅值对比分析图，还给

出了数值解用来验证本文结果的有效性、适用性。
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图 8 面内的位移响应曲线 (不同温度下)
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图 9 面外的位移响应曲线 (不同温度下)
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图 10 轨迹曲线 (不同温度下)

从图 8∼图 10 可知：当覆冰导线稳定时，导线

面内、面外的幅值都将保持不变，稳定时点的轨迹近

似为椭圆，稳定后舞动的周期保持不变；且随着温度

的升高，覆冰导线面内、面外的幅值明显增加，随着

温度的降低，覆冰导线面内、面外的幅值明显降低，

因此考虑温度变化对导线舞动特征的影响是必要的；

多尺度法所得解与数值法所得解比较吻合，验证了

本文结果的有效性。

5 结论

本文推导了考虑温度效应的覆冰导线舞动方程，

随后采用多尺度法求得了覆冰导线的位移响应表达

式，最后进行了参数分析、算例分析，且通过数值法

对所得结果进行了验证，所得结论如下：

(1) 覆冰导线档距 L 为 80 m 和 150 m 时，随

着温度的升高，覆冰导线的面内、面外的频率都将增

加；覆冰导线档距 L 为 300 m 和 500 m 时，随着

温度的升高，覆冰导线的面内的频率将下降、面外的

频率将增加。因此，不同档距下，温度对覆冰导线面

内、面外的频率的影响是很显著的。

(2) 覆冰导线张力 H 为 2.0 × 104 N 和 3.0 ×
104 N 时，随着温度的升高，覆冰导线的面内的频

率将下降、面外的频率将增加；覆冰导线张力 H 为

4.0× 104 N 和 5.0× 104 N 时，随着温度的升高，覆

冰导线的面内、面外的频率都将增加。因此，不同张

力下，温度对覆冰导线面内、面外的频率的影响是很

显著的。

(3)覆冰导线的舞动是一个能量积累的过程，随

着温度的升高，覆冰导线面内、面外的幅值明显增

加，随着温度的降低，覆冰导线面内、面外的幅值明

显降低。针对覆冰导线舞动特性分析时，考虑温度

变化对导线舞动特征的影响是必要的。
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