
求解多次超静定的连续粱等等 科学技术的 迅 速 发

展
,

对传统的力学课程也提出了新的要求
,

力学计算问

题将会面 目一新

弹性力学问题的开尔文基本解的简单推导法

徐 汉 忠

南京河海大学
,

力学系

弹性力学问题中有名的开尔文解为无限大平面区

域或七限大空间区域中在原点作用单 位 集 中力 的 解

答 边界元法中将开尔文解作为基本解
,

由此
,

该解答

的作用 日益增加
,

以及越来越多的人们要接触到该解

答
,

然而该解答的推导较为繁锁
,

使多数边界元工作者

局限于该解答的应用而不去追求该解答的推导 本文

将单位集中力用 ‘“ 函数表示成体 力 分 量
,

然后采用伽辽金位移函数求解开尔文问题
,

这样做不

但求解变得十分简单
,

而且还能建立弹性力学平面问

题应力函数的丛本解
、

薄板弯曲问题的基本解和开尔

文基本解的联系

, 调和方程的基本解

重调和方程的基本解为方程
, ‘厂 占

的任一特解 其中 在二维和三维问题中均为任一点
, 的原点 至另一点 。的距离 “ 为

函数 因为我们欲求 的任一特解
,

而 中 占 ,

关

于 点极对称
,

因此 中的双调和算子对三维问题可

取为球对称的算子
,

对二维问题取为轴对称的算子
,

即

由奥高公式
,

上式成
,

晶‘, ’

,
, ’一 。

代人上式
,

注意到
, 。 、

— 吸 一 ’

—” 一

球表面 积为 二
, ,

解得 二 邝二 ,

所以三维重调和

方程的基本解为

,上红
一一

二维问题方程 的轴对称形式为

令劳
,

景令头 贫
‘ ,

, 一 “ ‘ ,

上方程的任一特解即二维重调和方程的基本解可取为

石 一上
, 、 ,

汀

劲 三维 ,

刹 二维 ,

了了吸、、了飞、

兰一一尸一
几‘,、

一一甲

三维问题方程 的球对称形式为

兰
,

兰 、上 兰
,

些、 。 , 一 。

八

弹性力学问题的位移函数

三维弹性力学问题和平面应变问题用位移表示的

平衡微分方程为

兰不
“ , , , , 一

小
二‘ 一 。 ‘“ ,

其中
“ 。

为位移 为体力 拼 为泊松比 为剪切弹

性模量 上方程的通解能 月位移函数 沪‘ 表示为

一 责
, ‘ 一 。 ‘

, ,, 一 ‘ , , ,‘
︸尸

当
,

时
, 占 二 ,

上式为
,

、「
,

、
不、’ 不儿万 不

一

不月一 。

而位移函数 必 应满足的方程为

, ‘

价 一止一 二

一 拜

上式 积分两次和四次分别得
, , ,

沙
、 二二二

— —吸 — 】二二二

一
,

尸 刀 , 呼

其中 月 为积分常数
,

另一些积分常数已取为零 设以

点为圆心无穷小长度 为半径的小圆球区域为
,

球表面为
,

在 内对 两边积分得

【
二 , , , 二 。

由 的位移可求得应力为
, , 二 一 ” 必

, , , 必, , , 一 价一
, ,

胖必、 , , ·占,, 一

其中 占, , 在
, , 时为 , 在

, 头 , 时为零

对任何弹性力学问题
,

只要能找到恰 当的位移函

数 必, , ,

使得由 给出的位移和由 给出的应力满

足给定的边界条件
,

就得到该问题的解

三维弹性力学问皿的开尔文解

先讨论无限大三维区域 点
, , 条 沿

、

方
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向作用单位集中力的悄况 此时 工 、

和
,

方向的体力

二
二 。,

而
,

方向的体力分量可表示为
二 、 ,

其中 , 为从 点到另一点
, 二 , ’ 的距离 由于

广义函数 能表示集中量的密度
,

所以在 点沿
,

作

用单位力可视为 式的体力分 的作用 将式〔

代入 一。 得

一 卜
, ,

会
二‘口 ,

一

斋
一 。

, 沪 一 一
一 户

‘ ,

护

二

一
拼

‘ 平面应变问题的开尔文解
无限大平面域 点 传

,

沿
‘

方向作用单位

集中力问题
,

可和三维问题一样
,

将单位集中力用广义

函数 占表示为体力分量
,

然后代入 。 得位侈函数基

本解 必九 所要满足的方程为

上式和‘ 比较知 , ‘
必几

十 』互上
。‘

一
。

一

一 拜

斗 参照二维问题的重调和方程的基本解
,

可由上式得

叶
将 诱 价 和 幻代入 , 可求得位移 “ , ,

代入

约 可求得应力 口 , , 经过 点而法线方向余 弦 为
‘

的截面上的应力
,

可由
汀 ”叭

求得 它们是

必九“
一 拼

,

一一 , 宾一
弋 , , 一 ‘

一 派又 一 件

代人 , 得 。 , 即为 九, 进而可得 几
,

它们是

。 一一止匕一一卜 一 , 厉
‘

汀 一 拌

、‘

“ ‘ ’ 荡可「二下下
口, ,

砚 百万

一 补 占 , 会 斋
一 获屏沛 箭汤

‘ 一 , 。 ,”
‘·

乙 一 丽舟不
万
条下

会会

一 ” 占

弓

口 口

丽厂 万砚

一 一 “

一 、一 【奕
, 。

口 ,

一 石石
一 ” ,

交

岛 二 ,

、李,
、产了‘、

一
,

不丁
” ,

设用 必几
、

几
、

九 分别表示在无限域 点沿 ,
方向

作用单位集中力而求得的位移函数 沪
、

在 点引起的

位移和经过 点而法线方向余弦为
” , ” , ” 的截面

上的应力
,

分别称为位移函数基本解
、

位移基本解和应

力基本解 则 巧 式的
“

为基本解 魏
、

乙 为基本解
了多

,

而 必 。 必 和 今 可表示为

比较
从以上求得的基本解可知

,

它们和重调和方程的

基本解联系在一起 二维弹性力学问题的应力函数基

本解 , 即为二维重调和方程的基本解
,

,

一 。 一 李 ” ,

吕汀

薄板弯曲问题的基本解 ’ 为二维重调和 方程的基本

解 除以薄板的弯曲刚度
,

二一 , 一 ,

冗二
一

一一一附此 一华尸六 ‘
乃兀 一 户

对于无限域中 点沿 方向或 二 方向作用单位

集中力的解答也能同前求得

此 二

一任二 阮
一 、几 一

尸

这些解答一并可表示为

,

九‘ 下不面石石万
一 拼 占‘

, 口
十

一口 , 之 山

一

九 二 万元而一 拜 尸 命
一

口
十 百刃 瓦万

平面应变问题和三维弹性力学问题的位移函数的基本

解和重调和方程基本解 石的关系分创为式 和梦

的第一式
,

而位移和应力基本解可由位移函 数篆

本解求导得 可见采用位移函数求基本解能把各种 鲜

本解串通在一起

三维开尔文解的推求可在文 门找到
,

川讨论了

在原点沿 二
方向作用单位集中力的情况

,

将该倩况刊

为空间轴对称问题而采用轴对称的拉甫位移承数
,

由

于沿 二

方向作用的单位集中力没有视为休力
,

因而拉

甫位移函数所在满足的方程为齐次的屯调和方 程
,

设

定位甫位移函数的形式后可求得应力 , 二 二 的无限
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大平面 的应力 口 应和单位集中力平衡
,

由此平衡条
‘

件可确定位移函数中的常数 本文则利用了 。 函数

能表示一些集中物理量的密度的性质
, 将集中力化为

体力密度函数
,

这样 位移函数 必‘
所应满足

的 非齐次重调和方程可取为球对称的形式
, 又由于基

本解只需满足方程而不需满足边界条件
,

从而使求解

十分方便

平面形变问题的开尔文解有多种推求法 一种是

设定应力函数 甲 二 “ ’ 运 ,

由应力函数

可求得应力
,

应力中也有两个待定常数 和
,

以单位

力的作用点为圆心
,

任意长半径作圆
,

将该圆取为脱离

休考虑力的平衡条件可确定常数 由应力积分求位

移
,

由位移单值条件确定常数 才 该方法在给定应力

涵数的形式后求两个待定常数仍十分复杂 文献

给出了另一种方法
,

该方法由半无限人平面玻

面 受集中力的解答破加曲粱弯曲问题的解答 对

应力 月数实行傅吸叶变换
,

得到变换后的应力函数的

通解
,

然后由上下两个半平面的连续条件确定常数然

后进行反变换得应力函数
,

进而得应力和位移
亲上所述

,

本文的方法比其它方法都简单得多
,

画

且能吧几种基本解联系邑来
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差分概念 由文献 「 知
,

对于图 所示梁

的挠曲线 , 习
,

一阶导数和二阶导数的差分表达

式为

。, 二 会
‘ 一 兰牛犷匕 ‘, ,

又因挠曲线近似微分方程为

业、
户

, 力 一
,

气一

石

丛
一

盯 竺竺
, 、 矛 ,

里兰 、二
, 户

‘ 一 夕, , ,

八

所以

, 。

一
, , , , ,

一
‘刁

会
一 ‘ 。

〔, ,

式中

兮
才 , 。 汤 , 材

,

厉夕

、少 心
称为差分琳量 。

·

两端简支梁的挠度与转角公 式 设 图 所

示简支梁两支座之间距离为
,

若分成 ” 等分
,

等分距

离为 ‘二 ”
由式 列出各截面的有限差分方程为

一 一 才。

一
一 ,

十沪咚
、乞

户八

·

囚十囚

乙 ,士
亡 州月 时 , 月 心闷

】 十 十

座顾
月

粗为一阶导数等于截面 转角
,

即

, 一 、 一 ,
扫

式中 与 表示向左虚拟点 一 与向右虚拟 点
。 十 的虚拟挠度

若将第二式乘 伽 一 ,

加上第三式乘
, 一 ,

依此类推
,

直到加上倒数第二式乘
,

且由边界条件
, 。 二 。 ,

最后可得
, 一 一 才。

© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net


