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张拉整体三棱柱几何作图法找形与找力

尚仁杰1)

(中冶建筑研究总院有限公司，北京 100088)

摘要 力学和几何学是密不可分的，本文给出了一种几何作图法进行端面平行时张拉整体三棱柱的

找形方法和作图确定自平衡内力大小的找力方法，并推导出找形后张拉整体三棱柱自平衡内力的力密度

计算公式，通过算例验证了几何作图法找形与找力的正确性。几何作图法找形和找力方法操作简单，直观

可控，可以在CAD软件中实现，甚至可以纸上手绘实现；自平衡力密度公式简单，表达直观，是力密度法
的一种几何实现。
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GEOMETRIC DRAWING METHOD FOR FORM-FINDING AND
FORCE-FINDING FOR TRIANGULAR PRISM OF TENSEGRITY

SHANG Renjie1)
(Central Research Institute of Building and Construction Co.Ltd. MCC Group, Beijing 100088, China)

Abstract The mechanics and the geometry are inextricably linked. A geometric drawing method can
be used to find the form of a triangular prism of tensegrity structure with two parallel end faces, as well
as to find the self-equilibrium forces in the triangular prism of tensegrity. The formulae for calculating the
force density of self-equilibrium internal forces in triangular prism of tensegrity are derived. The geometric
drawing method for form-finding and force-finding is simple in operating, intuitive and adjustable. The
method can be implemented in the CAD software, and even can produce drawings on the paper. The
formulae of the force density of self-equilibrium internal forces are simple and can be expressed visually.
The form finding method is the geometric implementation of the force density method.
Key words triangular prism of tensegrity, form-finding, force-finding, force density method, geometric
drawing method

力学和几何学是密不可分的 [1]，张拉整体结构

是力学与几何学的完美结合，张拉整体结构的找形

过程是一种结构的拓扑优化过程 [2-3]。

张拉整体结构是由离散的压杆和连续的拉索

(拉杆)组成的自平衡、自应力空间结构体系。自从美
国著名建筑师富勒在 20世纪 40年代提出张拉整体
结构以来，学者们从结构找形 [2-6]、稳定性 [7-9]、几何

非线性 [10-11]、自平衡内力 [12]等方面对该结构进行

了广泛研究，但是，可操作性强的找形方法几乎没

有，真正意义的张拉整体结构在工程中应用还极少，

多数是以建筑雕塑的形式呈现出张拉整体结构的艺

术美。

张拉整体结构的特点决定了该结构体系的核

心问题是找形。张拉整体结构找形总体可以分为两

类：运动学方法和静力学方法，运动学方法的典型

方法是动态松弛法 [2]，静力学方法的典型方法是力
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密度法 [6]。

动态松弛法通过求解动态方程完成找形。施加

预应力后体系由于没有在自平衡状态而产生运动，

在阻尼作用下张拉整体结构振动逐渐停止，结构稳

定后形状就是找形结果，动态松弛法的缺点是经常

遇到收敛变慢或难以收敛问题，设计人员的参与度

低。近年来，力密度法作为拉索结构的一种找形方法

已经运用到张拉整体结构中，其思想是在给定力密

度因子的情况下求解结构的成形状态。力密度法是

把力和形状分析结合起来的一种方法，但是，杆件的

长度控制需要一定经验，不容易把握，力密度因子的

初始确定比较困难，需要一定的经验，设计人员对形

状的可控性差。

找形是一种非线性过程，经常是无序的，且找形

过程由计算机软件来完成，缺少直观性，缺少可控性，

缺少设计师的能动性，还会遇到找形过程不收敛等

困难。而实际的结构找形是根据建筑师对结构造型

的要求进行的，设计师要根据美学要求参与找形，目

前尚缺少操作性强的实用找形方法，难以满足设计

师参与找形的要求。

张拉整体三棱柱是最基本的张拉整体结构单

元，每个节点有 3根拉杆和 1根压杆，任意 1根杆件
内力确定，其余 3根杆件内力存在唯一内力值，许多
学者都以该结构形式研究找形方法。本文根据力的

平衡与几何尺寸之间的关系，提出了利用CAD作图
软件进行任意形状三角形为下端面、两端面平行时

张拉整体三棱柱单元找形方法，并给出了作图法确

定自平衡内力的找力方法，推导了自平衡内力的力

密度值，由于找形和找力都是以力的平衡为原则进

行的，因此，所得到的形状自然满足预应力自平衡。

本文还分析了张拉整体结构找形过程的自由性和可

控性。该方法作图简单直观，可根据设计师对结构

形状的要求进行找形。自平衡内力可根据力密度值

计算确定，也可根据作图法直接量测内力大小。最

后，通过有限元软件验证了找形方法和找力方法的

正确性。

1 张拉整体三棱柱找形

1.1 端面平行张拉整体三棱柱性质

三棱柱下端面为ABC，上端面为 abc，三角形

ABC形状任意，找形就是找到自平衡的上端面三点

abc，并使上端面abc与下端面ABC保持平行。张拉

整体三棱柱有右旋 (图 1)和左旋 (图 2)两种形式，本

文以右旋为例介绍找形和找力方法，该方法同样适

合于左旋形式。
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图 1 右旋张拉整体三棱柱
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图 2 左旋张拉整体三棱柱

对于节点a，从下端面连接到a的杆件有2根,一
根拉杆Aa，一根压杆 Ca；节点a在上端面有两根拉

杆ac和ab。压杆Ca和斜拉杆Aa的合力一定在三角
形CAa所在平面内，而压杆Ca和拉杆Aa在a点的

合力又与两根拉杆ac和 ab在a点的合力平衡，因此，

该合力必定在平面CAa与平面 abc的交线上。由于
三棱柱上、下端面ABC和abc平行，因此，拉杆ac和
ab 在a点的合力必定在过点a且与AC平行的直线
o1上。

同理，拉杆 bc和 ba在 b点的合力必定在过节点 b

且与AB 平行的直线 o2上；拉杆 cb和 ca在 c点的合

力必定在过节点 c且与BC平行的直线 o3上，三条
合力线交于一点 o，即oa//CA，ob//AB，oc//BC，见
图 1。

1.2 端面平行张拉整体三棱柱找形

根据 1.1节两个端面平行时张拉整体三棱柱单
元的性质，可以得到如下找形方法和步骤。

要求：任意给定形状三角形ABC作为张拉整体
三棱柱的下端面，在离开ABC平面给定高度h的平

面内确定上端面三点a，b，c。
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(1) 在高度h平面内任选一点 o，做CA的平行
线 o1，AB的平行线 o2，BC的平行线 o3；

(2)在o1上任选一点a，使 loa = αlCA，o2上任选
一点b，使 lob = βlAB，o3上任选一点c，使 loc = γlBC；

(3)连接ab，bc，ca，Ca，Ab，Bc，Aa，Bb，Cc。
得到了满足预应力自平衡的张拉整体三棱柱，

其中Ca，Ab和Bc为压杆，其余为拉杆。

1.3 找形的自由性

o点的高度可以是任意的，o点在平面内的位置

也可以任意确定，即：o点由 3个自由度来确定其位
置，当三棱柱高度一定时，有2个自由度确定 o点，这

些都可以根据建筑师的要求来确定。一旦 o点位置

确定，还有3自由度α，β和γ来确定点a，b，c的位置。

因此，在下端面ABC确定后，找形共有 6个自由度，
3个自由度确定合力点 o的空间位置 (x，y，z)，3个自
由度α，β和γ分别来确定a，b，c在直线 o1，o2，o3上
的位置。

在下端面ABC确定后，平行于ABC的上端面
3点a，b，c共有7个自由度来定位：1个自由度为高度
h，h确定后每个点a，b，c均有2个自由度确定平面位
置。找形确定上端面三点a，b，c共有 6个自由度，可
见，只有1个约束条件来控制a，b，c之间的位置关系。

2 张拉整体三棱柱找力

2.1 张拉整体三棱柱自平衡力密度

对于任意一个连接节点D和E的杆件单元DE,
其内力为 fDE , 长度为 lDE，将杆件内力和长度的比

值表示为 qDE = fDE/lDE , 这就是力密度 (或张拉
系数、预应力系数)，力密度的符号：拉力为正，压力
为负。

如压杆Ca力密度为−k，也就是压力与其长度

之间的比例系数 k，即 fCa = −klCa，由于Ca与Aa
在a点的合力在 abc平面内，且在直线 oa上，可以得
到下端面与上端面连接压杆内力

fCa = −klCa, fAb = −klAb, fBc = −klBc (1)

下端面与上端面连接拉杆内力

fAa = klAa, fBb = klBb, fCc = klCc (2)

根据a，b，c点内力平衡，得到矢量方程组

fab + fac = −(faA + faC)

fba + fbc = −(fbB + fbA)

fcb + fca = −(fcC + fcB)

 (3)

求解方程组 (3)得到内力fab，fbc和fca。

根据A，B，C点内力平衡，得到矢量方程组

fAB + fAC = −(fAa + fAb)

fBA + fBC = −(fBb + fBc)

fCB + fCA = −(fCc + fCa)

 (4)

求解方程组 (4)得到内力fAB，fBC和fCA，最

终得到12 根杆件的力密度值：
下端面杆件

qAC = αk, qAB = βk, qBC = γk (5)

上端面杆件

qab =
γk

αβ + βγ + γα
(6)

qbc =
αk

αβ + βγ + γα
(7)

qca =
βk

αβ + βγ + γα
(8)

上端面与下端面之间的连接杆件

qAa = k, qBb = k, qCc = k (9)

qCa = −k, qAb = −k, qBc = −k (10)

12根杆件的力密度给出后就可以确定杆件的自
平衡内力值，其中，参数k是一个比例因子，12根杆
件内力可以按同一正比例参数放大或缩小。

2.2 作图法找自平衡内力

找形完成后得到图 1所示张拉整体三棱柱结构，
在上、下端面平行时，上、下端面之间的连接杆件

力密度大小为同一值才能满足平衡条件，见式 (1)
和式 (2)。假设上、下端面之间连接杆件的力密度
为 1N/mm，则杆件Aa，Bb，Cc，Ab，Bc和Ca的内
力大小就是杆件长度，即：fAa = lAa，fBb = lBb,
fCc = lCc，fAb = −lAb，fBc = −lBc，fCa = −lCa。

在直线 ao上选取点 i，使 lai = lAC，在直线 bo
上选取点 j，使 lbj = lBA，在直线 co 上选取点k，使

lck = lCB，见图3。
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图 3 张拉整体三棱柱上端面自平衡内力

将矢量
−→
ai在 ac边和 ab边上分解，得到 ac杆拉

力 fac和ab杆拉力 fab。同理，得到拉力 fbc，fba，fcb

和 fca，三个点 a，b，c得到的 6 个拉力相协调，即
fab = fba，fac = fca，fbc = fcb。

下端面3条边的内力可通过相同方法量测。过A

做ab的平行线与过B做 bc的平行线相交于O点，则

CO平行于 ca，见图4。

a

O

A B

b

c

C

图 4 张拉整体三棱柱下端面作图

在直线AO上选取点 I，使 lAI = lab；在直线BO
上选取点J，使 lBJ = lbc；在直线CO上选取点K，

使 lCK = lca，见图 5。将矢量−→
AI在AC边和AB边上

分解，得到AC杆拉力 fAC 和AB杆拉力 fAB。同理

得到 fBA，fBC，fCA和 fCB，下端面 3 个顶点A，B，

C得到的 6个拉力相协调：fAB = fBA，fCB = fBC，

fCA = fAC。

通过以上作图法，直接从图中量测线段长度得

到各杆件内力。

由于本文作图法找形与找力的过程考虑了各节

点力的平衡，因此，作图得到的杆件内力自然满足自

平衡条件。
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图 5 张拉整体三棱柱上端面自平衡内力

3 算例

已知三棱柱下端面ABC的边长为 lAB =

1000mm，lBC = 900mm，lAC = 700mm，空间
坐标为A(0,0,0)，B(1000,0,0)，C(340,611.882,0)，见
图1。

找形：任选 o点位置 (500,200,1000)，做oa//CA，
取α = 0.7，loa = 490mm，做 ob//AB，取β = 0.6，

lob = 600mm；做oc//BC，取γ = 0.5，loc = 450mm，
得到 a(262, − 228.317 6,1000)， b(1100,200,1000)，
c(170,505.941 2,1000)，完成找形。

自平衡内力：根据自平衡力密度公式 (6)∼(10)
计算自平衡内力值。取k = 1N/mm，得到

fAB = βklAB = 600N,

fBC = γklBC = 450N,

fAC = αklAC = 490N,

fAb = −klAb = −1500N,

fBc = −klBc = −1394.588 3N,

fCa = −klCa = −1308.441 9N,

fAa = klAa = 1058.665 7N,

fBb = klBb = 1024.659 1N,

fCc = klCc = 1019.864 5N,

fab =
γk

αβ + βγ + γα
lab = 439.774N,

fbc =
αk

αβ + βγ+γα
lbc = 640.487N,

fca =
βk

αβ + βγ+γα
lca = 414.953 3N�

利用作图测量法确定自平衡内力，上、下端面之

间的连接杆的力密度取为 1.0 N/mm，这 6根杆件的
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内力就是杆件长度。从图3和图5量测得到

fab = 439.774N, fbc = 640.487N,

fca = 414.953N, fAB = 600N,

fBC = 450N, fAC = 490N。

将找形得到的空间位形输入ANSYS软件中进
行分析。压杆Ab，Bc，Ca截面按ϕ40 × 3，截面积为

348 mm2，其余均为拉杆，截面按ϕ8，截面积50 mm2。

将材料弹性模量调整为 2× 108 MPa，拉杆初应变调
整到 ε = 1.005 77 × 10−7时，杆件Ab压力最大，为
1500.0 N，见图 6；杆件Aa拉力最大，为 1058.7 N，见
图7，而结构最大节点位移仅仅为0.3µm。
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图 6 张拉整体三棱柱自平衡压杆内力/N
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图 7 张拉整体三棱柱自平衡拉杆内力/N

有限元计算的 12根杆件自平衡预应力为
fAB = 599.99N，fBC = 449.99N，fCA = 489.99N，
fab = 439.77N，fbc = 640.48N，fac = 414.95N，
fAb = 1500.0N，fBc = 1394.6N，fCa = 1308.4N，
fAa = 1058.7N，fBb = 1024.7N，fCc = 1019.8N。

有限元计算结果、力密度公式计算结果、作图法

量测结果三者在前四位有效数字是一样的，证明本

文找形方法、力密度计算公式、作图量测确定自平衡

内力的方法是正确性。

4 结论

基于两端面平行时张拉整体三棱柱自平衡内力

与几何尺寸之间的关系，给出了几何作图法进行找

形、找力的方法、步骤，该方法可以通过CAD软件实
现，通过算例分析，可得以下结论：

(1) 几何作图法找形不需要计算公式，只需要在
三维CAD中作图实现，简单直观，便于操作，还可以
根据设计者对形状的要求自由实现。

(2) 在下端面ABC固定情况下，张拉整体三棱
柱找形有 6个自由度，3个自由度确定合力点 o的位

置 (x, y, z)，三个自由度α，β和γ确定oa，ob，oc上的
三个点a，b，c，三点a，b，c之间只有一个约束条件。

(3)推导出了两端面平行时，自平衡内力各杆件
的力密度值。

(4)给出了作图测量得到杆件自平衡内力的
方法。

(5)本文得到的自平衡内力可以按同一正数比
例放大或缩小。

(6)通过算例验证了几何作图法找形、找力的正
确性和自平衡力密度值的正确性，该方法得到的形

状和内力自然满足张拉整体结构的预应力自平衡。
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