
第 41 卷 第 5 期 力 学 与 实 践 2019 年 10 月

质点在斜面上的二维运动

尤明庆1)

(河南理工大学能源科学与工程学院，河南焦作 454010)

摘要 质点在斜面上受到大小恒定的下滑力和摩擦力而运动，但后者方向随速度而变化。摩擦因子与

斜面坡度比值即等效摩擦因子λ > 1时质点最终在斜面上停止；0.5 < λ 6 1时质点不会停止但水平方向

运动距离存在限界，而λ 6 0.5时水平方向也可运动至无穷远。相同等效摩擦因子下质点运动轨迹的曲线

簇具有包络线。
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TWO-DIMENSIONAL MOTION OF A PARTICLE ON AN INCLINED PLANE
YOU Mingqing1)

(School of Energy Science and Engineering, Henan Polytechnic University, Jiaozuo 454010, Henan, China)

Abstract A particle on an inclined plane is under the action of a constant sliding force due to the gravity
and a frictional force, with the direction of the frictional force varying with the velocity. When the ratio
of the friction factor to the slope gradient of the inclined plane, i.e. the equivalent frictional factor, λ > 1,
the particle will eventually stop on the slope; when 0.5 < λ 6 1, the particle will not stop but with a
limit in the horizontal direction; and when λ 6 0.5, the particle can move to an infinite distance in the
horizontal direction. The curves of the particle trajectories have an outer envelope for the same equivalent
friction factor.
Key words inclined plane, friction, envelope, smooth, rough

重力和摩擦力作用下物体在斜面上滑动和滚动

是理论力学的基本问题之一，在最大倾斜方向的直

线运动已得到充分研究，而斜面上的一般运动情形

似尚未清晰描述 [1-4]。质点在斜面上的二维运动类似

于阻力介质中的抛体运动 [5]，本文给出相关解析结

果，并借助计算机绘图展示摩擦因子和初始速度方

向对质点运动特征的影响。

1 基本方程

如图 1所示，斜面倾角为α；水平走向线为x轴，

而 y轴沿斜面向上；初始时刻质点位于坐标原点O，

速度为V0，与 y轴夹角β0。质点的质量为m，与斜面

的滑动摩擦因子为µ。
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图 1 质点在倾斜平面上的受力和运动
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质点速度 V， 与 y轴夹角 β， 滑动摩擦力

f = µmg cosα与速度方向相反。基于牛顿第二
定律有

m
d
dt(V sinβ) = −f sinβ (1)

m
d
dt(V cosβ) = −mg sinα− f cosβ (2)

速度、时间和长度的参数分别以V0，V0/(g sinα)和

V 2
0 /(g sinα)无量纲化，且仍用原符号表示，式 (1)和
式 (2)可以简化为

(V sinβ)′ = V ′ sinβ + V β′ cosβ = −λ sinβ (3)

(V cosβ)′ = V ′ cosβ − V β′ sinβ = −1− λ cosβ
(4)

式中上标 ′表示对无量纲时间求导， 参数 λ =

µ/ tanα为等效摩擦因子，而初始速度为1。
由式 (3)和式 (4)可得

V ′ = − cosβ − λ (5)

V β′ = sinβ (6)

求解之前先讨论β0 = 0◦和 180◦即直线运动
的特殊情形。显然，质点向上可达到的最高点

Y = 1/[2(1 + λ)]；若λ > 1，则在该点停止，否则以加

速度 (1− λ) 向下运动。质点初始即向下，λ 6 1时以

加速度 (1− λ) 向下运动，否则在Y = −1/[2(λ− 1)]

处停止。

以下假设 0◦ < β0 < 180◦。下滑力的作用使角

度β单调增加 (图1)。将式 (6)对时间求导，有

V ′β′ + V β′′ = β′ cosβ (7)

利用式 (5) 和式 (6) 以及

β′′ = β′ dβ′

dβ (8)

可以将式 (7) 变为

sinβ
dβ′

dβ = (2 cosβ + λ)β′ (9)

记 η = cosβ，积分式 (9)得到

lnβ′ = ln(1− η2) +
λ

2
ln 1− η

1 + η
+ C (10)

再利用式 (6)及初始条件V (β0) = 1，有

β′ = [sin2 β tanλ(β/2)]/R (11)

V = R/[sinβ tanλ(β/2)] (12)

式中参数

R = sinβ0 tanλ(β0/2) (13)

因

dx
dt = β′ dx

dβ = V sinβ (14)

dy
dt = β′ dy

dβ = V cosβ (15)

利用式 (6) 有
dx
dβ = V 2 (16)

dy
dβ = V 2 cosβ

sinβ
(17)

积分式 (16)和式 (17)可得到以β为参变量的运动轨

迹 (x, y)，而β与时间 t的关系可积分式 (11)得到。以
z为积分变量给出相关结果如下。

若λ = 0.5，则

x =
sin2 β0

2
tan

(β0

2

)[
ln z − z−2

2

]tan(β/2)

tan(β0/2)

(18)

否则

x =
R2

2

[
z1−2λ

1− 2λ
− z−1−2λ

1 + 2λ

]tan(β/2)

tan(β0/2)

(19)

若λ = 1，则

y =
sin2 β0

4
tan2

(β0

2

)[
− ln z − z−4

4

]tan(β/2)

tan(β0/2)

(20)

t =
sinβ0

2
tan

(β0

2

)[
ln z − z−1−λ

1 + λ

]tan(β/2)

tan(β0/2)

(21)

否则

y =
R2

4

[
− z2−2λ

2− 2λ
− z−2−2λ

2 + 2λ

]tan(β/2)

tan(β0/2)

(22)

t =
R

2

[
z1−λ

1− λ
− z−1−λ

1 + λ

]tan(β/2)

tan(β0/2)

(23)

上述分析表明，质点在斜面上的运动特征仅取

决于系统参数 λ和 β0。下面基于等效摩擦因子

λ = µ/ tanα的数值具体讨论质点的平面运动。

2 质点在斜面上运动轨迹

根据质点在斜面上运动范围可将斜面的摩擦特

征分为4类，即光滑、相对光滑、相对粗糙和粗糙。
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2.1 光滑 (λ = 0)

这与通常的抛体问题相同，只是竖直向下的加

速度为 g sinα。质点运动轨迹为抛物线，在长度参数

以V 2
0 /(g sinα)无量纲化时如图2所示。
该问题具有抛掷铅球的应用背景而得到充分讨

论，且可以初等数学解决 [6]，即不同初始速度方向的

质点运动轨迹即抛物线簇具有外包络线

y = (1− x2)/2 (24)

上式就是在竖直上抛最高点 (0, 0.5)以速度 1平抛
的运动轨迹 (图 2)。β0 6 90◦的运动轨迹都会与其

相切。
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图 2 质点在光滑斜面上的运动轨迹

2.2 相对光滑 (0 < λ 6 0.5)

图 3给出λ = 0.25和 0.5时不同初始速度方向
下质点的运动轨迹。因下滑力大于摩擦力，质点可

以永远向下运动；而由式 (18)和式 (19)可知，β趋于
180◦ 时x将增加到无限，即使λ = 0.5, β0接近 180◦

时运动轨迹也可以在水平方向趋于无穷，尽管自然

对数函数趋于无穷的速度极慢。

斜面摩擦特性参数λ确定之后，质点运动轨迹

可以用切线角度β的参数方程表示，即式 (18)或式
(19)和式 (22)；不同初始速度方向β0的运动轨迹具

有包络线，满足条件

∂x

∂β

∂y

∂β0
=

∂x

∂β0

∂y

∂β
(25)

因x 和 y为式 (16) 和式 (17) 在β0 ∼ β的积分，且

V (β0) = 1，有

∂x

∂β0
= kx− 1 (26)

∂y

∂β0
= ky − cosβ0

sinβ0
(27)

式中

k =
1

R2

dR2

dβ0
=

2(λ+ cosβ0)

sinβ0
(28)

再利用式 (16) 和式 (17)，式 (25) 可以写为

2(y sinβ−x cosβ)(λ+cosβ0)=sin(β−β0) (29)

曲线簇满足式 (29)的点集构成外包络线，已在图 3
给出。由式 (29)可以知道，λ + cosβ0 = 0时包络线

在无穷远处与运动轨迹相切，对于更大的初始速度

角 (对λ = 0和 0.5就是β0大于 90◦和 120◦)，运动轨
迹因位置较低而不能与包络线相切。
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(a) λ = 0.25
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(b) λ = 0.50

图 3 质点在相对光滑斜面上的运动轨迹

包络线与运动轨迹仅在一点相切，是给定x下

所有y的最大值，也是给定y下所有x的最大值。图 4
给出包络线上各点对应的运动轨迹参数β0。

从图 4看到，等效摩擦因子对最佳初始抛掷方
向的影响与抛点和落点的高度相关，需要具体计算
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确认。落点与抛点高度相同时，达到最大抛距的β0

随等效摩擦因子λ增大而增大，即抛掷速度向水平

方向靠近。在λ = 0, 0.25和 0.5时，最佳角度为 45◦,
50.81◦和 55.80◦，是逐渐增大的，相应的最大抛距为
1.0, 0.767 2和0.610 1，是逐渐减小的。
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图 4 摩擦特性对运动轨迹包络线的影响

2.3 相对粗糙 (0.5 < λ 6 1)

图 5给出λ = 0.75和 1时两组不同初始速度方
向下质点的运动轨迹。与图 2和图 3相比，等效摩擦
因子增大，质点水平方向的速度被更快地消耗，β0较

小时尤为明显。利用式 (29)同样可以确定曲线簇的
包络线，为图面简洁起见不再绘出。

尽管下滑力不小于摩擦力，质点可永远向下运

动，但式 (19)表明β趋于180◦时x具有确定的数值

xM =
(2λ− cosβ0) sinβ0

(2λ− 1)(2λ+ 1)
(30)

即质点水平方向的运动范围因摩擦而受限。图 6
给出不同等效摩擦因子时质点在水平方向的限界。
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(b) λ = 1

图 5 质点在相对粗糙斜面上的运动轨迹
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图 6 质点在水平方向最大的运动距离

对式 (30)进行极限分析可知，在

cosβ∗ = (λ−
√
λ2 + 2)/2 (31)

时质点可以在水平方向达到最远 (图6)。
在λ接近 0.5时，质点达到水平限界的最大值所

对应的β0 趋于 120◦。前述λ = 0.5时，β0 = 120◦运

动轨迹在无穷远处与包络线相切的结果与图 6所示
的趋势完全协调。

λ = 1时，质点向上运动即β0 = 0◦可以停止，其

余情形最终都趋于向下的匀速运动。由式 (12) 确定
其极限速度为 (1 − cosβ0)/2。尽管下滑力等于摩擦

力，但质点速度存在水平方向的分量，在转向竖直向

下过程中摩擦仍耗费了部分动能。
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2.4 粗糙 (λ > 1)

由于下滑力小于摩擦力，质点最终将会在斜面

上停止。由式 (23) 可知，质点滑动的时间为

T =
λ− cosβ0

λ2 − 1
(32)

图 7给出λ = 1.2和 1.5时两组不同初始速度方
向下质点的运动轨迹。速度初始方向β0较大时停止

位置在图示区域之外。
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图 7 质点在粗糙斜面上的运动轨迹

质点在粗糙斜面上水平方向达到限界意味着停

止，其横坐标就是式 (30)给出的xM；在给定等效摩

擦因子时，其随初始速度方向变化存在最大值，相

应的初始速度方向β∗即式 (31)已在图 6给出。显然
β0 6 β∗的运动轨迹可以与包络线相切。随着λ增加，

β∗趋于 90◦，即摩擦因子较高时速度靠近水平方向
可得到较大的水平运动距离。

质点停止位置的纵坐标为

yM =
2λ cosβ0 − 1− cos2 β0

4(λ2 − 1)
(33)

图8用黑色线给出 6 个初始速度角β0的停止位

置，其等效摩擦因子λ从 4 计算只算至 1.1，但β0达

到90◦后曲线超出图示区域；用彩色线绘出不同等效
摩擦因子λ的停止位置，并用实心点标出λ = 1.05

时，β0 为15◦，30◦和60◦的停止位置。
质点停止的最高位置是 y = 0.25, 在λ = 1时竖

直向上时获得。式 (30)和式 (33)构成的曲线簇具有
包络线，是质点可能达到的界限范围；不过，包络线

只是与λ 6 1.2的曲线相切，而在λ > 1.2后，停止位

置随着等效摩擦因子增加而逐步收缩 (图8)。

λ = 1.05时停止位置的曲线在上方穿越λ = 1.1

和 1.2的曲线之后，在下方 (图 8区域之外)再次穿
越λ = 1.2和 1.1的曲线，最后终止于 (0,−10)。又，
在λ = 1.1和 1.05时质点竖直向下运动的停止位
置为 (0,−5)和 (0,−10)；而向上运动的停止位置为

(0,0.238 1)和 (0,0.243 9)，差异仅 0.005 8。摩擦因子
接近临界状态时，微小变化可引起运动特征的显著

变化 [7]。

图 8中β0 = 90◦和λ = 1.1的曲线有两个交点，

◦表示的交点并不是该摩擦因子下水平方向抛出的
停止位置，而下方图外的交点 (0.572 9,−1.19) 才是

相应条件的停止位置。
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图 8 质点在粗糙斜面上的停止位置

3 结语

摩擦因子与斜面坡度比值即等效摩擦因子λ控

制了质点在斜面上运动特征。λ = 0的斜面为绝对光

滑，λ 6 0.5时相对光滑，质点不会停止且水平方向

可以运动至无穷远；0.5 < λ 6 1时相对粗糙，质点不

会停止但水平方向运动距离存在限界；λ > 1时质点

最终在斜面上停止，呈现粗糙特征。

初始速度偏离竖直方向的角度 β0是质点运

动的另一控制参数。0 6 λ 6 0.5时 β0 6 β∗ =

arccos(−λ)的运动轨迹具有包络线，角度 β∗的

变化范围为 90◦ ∼ 120◦；λ > 0.5时质点水平界

限小于其最大值的运动轨迹即满足 β0 6 β∗ =
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arc cos[(λ −
√
λ2 + 2)/2]时具有包络线，相应的角

度β∗为120◦ ∼ 90◦。

可以模仿台球或康乐棋设计倾斜台面的击打游

戏；台面坡度若能多档调整，则游戏的复杂程度和趣

味性将显著增加。
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