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基础谐波激励单侧约束简支梁系统的

动力学特征分析 1)

周 岩2) 肖世富3)

(中国工程物理研究院总体工程研究所，四川绵阳 621999)

摘要 为研究间隙碰撞对系统动力学响应的影响，以理想简支梁的振型函数为Rayleigh–Ritz基函
数建立了单侧约束简支梁系统的非线性离散动力学方程组，应用数值方法研究了系统在基础谐波激励下

的动力学响应特征及其对共振频率线性等效方法适用性的影响。研究表明：非线性动力学系统间隙产生

的局部碰撞，使得系统振动能量在系统各阶模态之间转移，使得线性等效方法失效；即使进行非线性分

析，也需要考虑系统固有频率远大于激励频段上限的模态。
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EXCITATION1)
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Abstract In order to study the influence of the gap collision on the dynamic response of the system,
the nonlinear discrete dynamics equations of the unilateral constrained simply supported beam system
are derived by using the Rayleigh-Ritz function as the mode function of an ideal simply supported beam.
The dynamic response characteristics of the system under the fundamental harmonic excitation and its
influence on the applicability of the linear equivalent method of the resonant frequency are studied by
numerical methods. It is shown that the local collision caused by the gap of the nonlinear dynamic system
will lead to the system vibration energy transfer between the various modes of the system, which makes
the linear equivalent method invalid. Even in nonlinear analysis, it is necessary to consider the modes in
which the natural frequency of the system is much larger than the upper limit of the excitation band.
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实际工程结构及其子结构中，广泛存在含间隙

的单侧约束，在动载荷作用下，单侧约束局部可能

产生碰撞现象，间隙碰撞将对系统动力学响应和分

析方法的选取产生重要影响，属于典型的非线性动

力学问题。目前，对于实际工程结构的非线性动力

学问题，一般存在两种求解思路和途径：其一是直

接非线性求解，但由于计算方法、软硬件等的限制，

目前的求解规模有限，对于非线性随机振动问题的

研究成果大部分是关于个位数的多自由度系统 [1]，

因此对实际工程动力学问题需要极大程度地降维处

理，必然引起人们对分析结论产生质疑；其二是将

非线性动力学问题简化、等效为线性动力学问题，

然后应用模态叠加法或子结构模态综合法等对系统

进行降阶，从频域角度进行求解和分析，这是当前

工程界的主流方法。然而，当工程结构中存在含间

隙单侧约束时，线性等效方法是否有效？如何认识

试验结果和现象？这些都是工程关心的问题，本文

以基础谐波激励含间隙单侧约束简支梁为例，分析

系统的动力学特征，探讨线性等效方法的有效性，

以加深对此类问题的认识。

谐波激励下含间隙单侧约束系统的动力学响

应，是典型的间隙碰撞动力学问题。一直以来，国

内外学者对该类碰撞振动问题进行了大量的研究。

在运动副和曲柄滑块方面，郝雪清等 [2]研究了运动

副材料不同时间隙机构动力学特性的变化；Koshy
等 [3]研究了无润滑时含间隙曲柄滑块机构运动副

间隙处的碰撞力特性，并通过实验进行了验证；王

旭鹏等 [4]对含间隙转动副曲柄滑块机构在不同间

隙、不同驱动载荷以及不同摩擦系数下进行了数值

计算。在梁的受迫振动方面，李彪等 [5]分析了轴向

运动黏弹性Timoshenko梁的横向非线性强受迫共
振的响应问题；杨晓东等 [6]研究了两端带有相同刚

度扭转弹簧铰支的轴向运动梁横向振动问题；魏克

湘等 [7]建立了基础激励和定轴转动联合作用时电

流变夹层梁的运动微分方程，并研究了基础简谐激

励和匀速旋转运动作用时电流变夹层梁的振动稳定

性；赵登峰 [8]运用分段线性系统分析理论研究了间

隙约束的悬臂梁振动系统在简谐激励下系统稳态响

应的动力学行为。在其他方面，王铁成等 [9]研究了

混合间隙对多体系统力学特性的影响；刘强 [10]研

究了含间隙裂缝的钢筋混凝土结构对称滞回非线性

问题；Tian等 [11]对含有单个间隙的柔性系统进行

了分析。

而以等效线性化方法为代表的对非线性随机振

动响应简化的分析方法，也有着大量的研究和应用。

等效线性化方法自Caughey[12]提出后，被扩展到了

多种结构特性和激励作用的情况中。彭解华等 [13]

给出了一种处理阻尼元件和弹性元件只作并联连接

的非线性系统随机振动的有效方法。白鸿柏等 [14]

在对 2自由度含有黏性阻尼双线性迟滞恢复力振动
系统简谐激励下的响应问题进行的研究中将等效线

性化计算方法推广至含有滞迟环节的多自由度非线

性振动系统中。曲哲等 [15]通过分析结构特性对等

效线性化方法的影响，提出了能够较全面反应结构

特性的等效线性化模型。何勇等 [16]建立了一种多

自由度柔性结构非线性随机振动响应分析方法，并

通过算例证明该方法有较好的计算精度和计算效

率。路纯红等 [17]将等效线性化法与谐波平衡法结

合求解了一类非线性振动系统在确定性简谐激励下

的稳态周期响应，为非线性振动系统响应求解方法

的研究提供了新思路。周道传等 [18]对多种等效线

性化方法等效模型进行分析和总结，研究了等效线

性化方法应用于桥梁结构基于位移抗震设计的可能

性和计算过程。

从以上的研究可见，在含间隙的碰撞振动问题

中，研究者大多集中于对碰撞动力学特性及其影响

因素的研究，而对含间隙碰撞过程中具体的动力学

响应特征及其产生机制的研究较少；在对非线性随

机振动响应简化的分析方面，研究者的关注点大多

在于对等效线性化的计算方法和计算精度的比较探

讨，而缺乏对等效线性化方法适用性的研究。本文

应用数值方法研究了基础谐波激励下含间隙单侧约

束简支梁的动力学响应特征，同时对计算该类问题

线性等效方法的适用性进行了分析，对工程实际应

用有一定的参考意义。

1 系统建模

考虑图 1所示基础激励单侧约束均匀简支梁，
设梁长为L，横截面积为A，转动惯量为 I，密度为

ρ，弹性模量为E；在距离简支梁左端点1/4处有一
单侧约束弹簧，弹簧刚度为K，距梁平衡位置的间

隙为d。

L

K d

X

Y

y L⊳

O

图 1 基础激励单侧约束简支梁示意图
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本文采用Rayleigh–Ritz方法建立系统的离散
动力学模型进行分析。首先分析系统的机械能。梁

的动能为

T =
1

2

∫ L

0

ρA (ẏ0 + ẏ)
2 dx (1)

梁的势能为

U =
1

2
K(y(L/4, t)− d)2s(y(L/4, t)− d)+

1

2

∫ L

0

EI(y′′)2dx (2)

式中 s为单位阶跃函数，即

s(x) =

0, x < 0

1, x > 0
(3)

应用Rayleigh–Ritz方法，设

y(x, t) =
n∑

i=1

yi(t) sin
(
iπx

L

)
(4)

式中基函数采用了简支梁的低阶模态；n是基函数

的阶数，由基础激励的频段和解的收敛性确定。

将式 (4)代入式 (1)∼(2)积分，设ω2
0 =

EIπ4

ρAL5

(ω0为标准简支梁系统的基频)、k = 2K/(ρALω2
0)，

并作伸缩变换 τ = ω0t，再考虑系统的模态阻尼，则

可得到系统的离散动力学方程组

k sin iπ

4

( n∑
j=1

yj sin jπ

4
− d

)
·

s

( n∑
j=1

yj sin jπ

4
− d

)
+ ÿi + 2cii

2ẏi + i4yi =

− 2

iπ

[
1− (−1)i

]
ÿ0 (i = 1, 2, · · · , n) (5)

式中 ci为模态阻尼比。

对单侧约束的局部碰撞载荷F (τ)无量纲化，设

f = 2F/(ρALω2
0)，则无量纲化局部碰撞载荷为

f(τ)=k

( n∑
i=1

yi sin iπ

4
−d

)
s

( n∑
i=1

yi sin iπ

4
−d

)
(6)

设非线性动力学方程组 (5)的基础加速度谐波
激励为

ÿ0 = A0 sinωτ (7)

则系统响应收敛性可由取n阶和n−1阶基函数时梁

上某点响应的幅频响应残差进行判断，即取残差为

∆yn(x0, ω) = An(x0, ω)−An−1(x0, ω) (8)

式中An为取n阶基函数时，梁在激励频率ω处的位

移或加速度响应幅值。

动力学方程组 (5)的线性等效系统为

ÿi + 2cii
2ẏi + i4yi + ke

n∑
j=1

yj sin iπ

4
sin jπ

4
=

− 2

iπ

[
1− (−1)i

]
ÿ0 (i = 1, 2, · · · , n) (9)

线性源系统 (即无单侧约束系统)为

ÿi + 2cii
2ẏi + i4yi = − 2

iπ

[
1− (−1)i

]
ÿ0

(i = 1, 2, · · · , n) (10)

线性源系统各阶模态频率为

ω0,i= i2 (i=1, 2, · · · , n)

2 不同单侧约束刚度下系统的基础激励谐波

响应分析

设系统单侧约束间隙d = 0.02，各阶模态阻尼

比相等，ci = 4% (i = 1, 2, · · · , n)；基础激励频段
ω ∈ (0, 20]、基础激励加速度幅值A0 = 0.2。下面

采用数值方法分析不同单侧约束刚度下，非线性系

统 (5)在基础加速度谐波激励下的动力学响应特征
及其产生的机制。

在激励频段内，动力学方程组 (5)的线性源系
统 (10)存在4阶模态，其中基础激励载荷在第一阶、
第三阶模态上具有分量 (即模态参与因子不为零)，
在第二阶、第四阶模态上没有分量 (模态参与因子
为零)；第五阶及以上高阶模态在激励频段外，基础
激励载荷奇数阶模态参与因子不为零、偶数阶模态

参与因子为零。而非线性单侧约束耦合了激励频段

内线性源系统的前三阶模态和激励频段外除了 4的
倍数以外的各阶模态。由于系统的非线性效应，在

式 (8)中至少需要考虑五阶模态，本文取n = 5，且

考虑到响应最好能包含前五阶模态坐标的响应，本

文取x0 = L/6。

考虑三种不同程度的约束刚度，取 k =

{0.0, 1, 10}，其中 k = 0 对应线性源系统。分别

对系统进行基础激励谐波响应分析，系统在距梁端

点x = L/6 处的位移和加速度幅频响应曲线如图

2所示，在ω = 1.31谐波激励时的位移时域响应如

图 3所示。
图2和图3的计算结果表明：
(1) 非线性系统位移响应在线性源系统第一阶

共振频率临近产生较大峰值的共振，加速度响应在

线性源系统第一阶和第三阶共振频率临近都产生了

较大峰值的共振；
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图 2 梁L/6处的位移和加速度幅频响应
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图 3 ω = 1.31谐波激励时梁L/6处的时域响应

(2) 随着单侧约束刚度的增强，系统第一阶共
振响应的位移峰值响应逐步减小、加速度响应逐步

增大，其共振频率也随着单侧约束刚度的增强而增

大，体现出较明显的刚度强化效应；

(3) 第三阶共振峰值未超过约束间隙，其频率
和响应未受单侧约束的影响 (当激励载荷增大时，将
出现与第一阶模态类似的特征，本文略)；

(4) 随着单侧约束刚度的增强，系统谐波激励
时域响应逐渐由线性源系统的单谐波响应演变为多

谐波混合响应。

图 2和图 3出现的非线性响应特征主要由单侧
约束局部撞击载荷产生。不同单侧约束刚度下，时

域撞击载荷计算结果如图 4所示。为更突显撞击
载荷的特征，图 4增加了单侧约束刚度 k = 0.5和

k = 200情形。

图 4的撞击载荷计算结果表明，随着单侧约束
刚度的增强，约束产生的撞击载荷的峰值增大、脉

宽变窄，从而激励其系统频率更高的模态，并将更

多的低阶模态能量转移到所激起的高阶模态坐标

上，引起系统响应出现多谐波混合效应。各阶模态

坐标上的幅频如图5∼图8所示，其中第五阶模态坐
标增加了单侧约束刚度k = 0.5和k = 200情形。

图4∼图8的计算结果表明，当无约束、系统为
线性时，系统响应只有第一阶和第三阶模态坐标分

量；随着约束的增强，第一阶模态坐标能量逐步向

第二、三、五阶模态坐标上转移，且随着约束刚度

的增强，其响应越大，甚至可能使第五阶模态坐标

的响应成为系统加速度响应的主要贡献者 (如单侧
约束刚度k = 200情形)。

同时，单侧约束撞击载荷的这一特点，将对系

统解的收敛性产生影响。不同单侧约束刚度下，基

于式 (8)的残差计算结果如图9所示，同样为了分析
单侧约束刚度对系统解收敛性的影响，图 9中增加
了k = 0.5 和k = 200两种约束刚度情形。
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图 4 不同单侧约束刚度下的撞击载荷
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图 5 第一阶模态坐标位移和加速度幅频响应
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图 6 第二阶模态坐标位移和加速度幅频响应

图 9的计算结果表明，在单侧约束刚度较小
时，如 k 6 10时，由于单侧约束产生的撞击载

荷峰值较小、脉宽较宽，采用线性源系统激励频

段内的模态为基函数建立系统的动力学方程，就

能获得较好的计算收敛结果；当单侧约束刚度增

大到一定程度，单侧约束产生的撞击载荷峰值增

大、脉宽变窄，系统幅频响应残差也随之增大，

再采用线性源系统激励频段内的模态为基函数

建立系统动力学方程，则不能获得较好的计算收

敛结果。如图 8所示的第五阶模态坐标上的响应，
与残差的变化规律一致，都是随着单侧约束刚度的

增大而变大，而第五阶模态在基础激励频段之外，
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其基础激励载荷分量很小，激励的响应也很小，其

响应必然由单侧约束引起。因此，当线性系统额外

存在间隙约束且约束刚度较强时，仅仅采用激励频

段内的模态离散线性系统是不够的，需要扩展激励

频段外的多阶模态才有可能获得较好的计算收敛

结果。
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图 7 第三阶模态坐标位移和加速度幅频响应
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图 8 第五阶模态坐标位移和加速度幅频响应
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图 9 不同约束刚度下距梁端点L/6处系统幅频响应残差

3 共振频率等效线性化方法的适用性分析

现在暂时抛开离散系统对连续系统的收敛性，

以单侧约束刚度k = 200时的五阶非线性离散系统

作为研究对象，考察共振频率等效线性化方法 (其
他线性等效方法类似)求解单侧约束非线性系统问
题的适用性。对于式 (9)，取n = 5，其共振频率满

足的代数特征值方程为
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= 0 (11)

基于非线性系统梁上加速度响应识别其共振频

率，第一阶共振峰频率为ω0,1 = 1.42，再基于该共

振频率识别系统的线性等效刚度，则考虑激励频段

内的前三阶模态，识别的等效刚度为ke = 2.41，考

虑前五阶模态，识别的等效刚度为ke = 2.42，分别

计算系统的正弦扫频幅频响应，则梁上L/6处位移

和加速度幅频响应计算结果及其与非线性系统响应

的比较如图10所示。
图 10的线性等效模型计算结果及其与非线性

系统的响应比较表明：
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图 10 等效线性系统梁L/6处位移和加速度幅频响应

及其与非线性系统的比较

(1) 线性等效方法可反映激励频段内的各共振
峰，且可很好等效系统的共振频率，但其响应峰值

差别巨大；

(2) 考虑激励频段外的模态坐标对于线性等效
模型响应计算无意义，这也是线性等效模型共振峰

值差异巨大的根本原因 (本文所考察非线性系统的
响应主要由激励频段内模态能量转移到激励频段外

模态坐标上所贡献)；
(3) 线性等效不能很好反映非线性系统的模态

能量转移机制，因此线性等效方法对于存在间隙、

碰撞等非光滑本质非线性系统基本不适用。

4 结论与认识

本文以理想简支梁的振型函数为Rayleigh–
Ritz基函数，建立了基础谐波激励单侧约束简支
梁系统的非线性离散动力学方程组，应用数值方法

研究了系统的动力学响应特征及其对线性等效方法

适用性的影响，获得以下结论和认识：

(1) 单侧约束非线性将使系统出现较明显的刚
度强化效应；

(2) 单侧约束产生的局部碰撞将使振动能量在
线性源系统各阶模态之间发生转移、谐波激励时域

响应出现多谐波混合效应，且随着约束刚度的增强，

局部撞击载荷峰值越大、脉宽越窄，振动能量将转

移到更高阶的模态上；

(3) 单侧约束撞击载荷将对Rayleigh–Ritz方法
离散系统的收敛性产生显著影响，在单侧约束刚度

较强时，离散系统时需要考虑线性源系统固有频率

远大于激励频段上限的模态；

(4) 对于含间隙单侧约束非线性系统，以共振
频率等效为代表的线性等效方法虽然可较准确反映

激励频段内的共振频率，但从本质上不能反映非线

性系统的模态能量转移机制，对于存在间隙、碰撞

等本质非线性的系统基本不适用，即使考虑激励频
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段外的模态坐标也无意义。
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