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求解梁的切应力的高阶勒让德模型
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摘要 梁作为最简单的构件在工程中广泛应用. 由于经典梁理论在求解梁的切应力时需要引入平衡方程

和剪切修正系数，使得求解问题变得复杂. 该文采用高阶勒让德级数形式的位移函数，并考虑上下边界处切应

力为零的特点，建立了梁的切应力的求解方法. 并将所得的理论结果与有限元方法的数值结果进行比较，结果

符合很好. 结果表明，该文的理论模型能够准确地确定梁内部的正应力和切应力. 该文的研究可为梁的力学分

析提供新的理论方法.

关键词 梁, 切应力, 经典梁理论, 勒让德函数

中图分类号：O343 文献标识码：A doi：10.6052/1000-0879-14-351

A MODEL BASED ON THE HIGHER-ORDER LEGENDRE POLYNOMIALS

TO SOLVE THE BEAM SHEAR STRESS 1)

MENG Xianhong∗ XING Yilin∗,2) LIU Shuangxing† SHI Huining∗∗
∗(School of Aeronautical Science and Engineering , Beihang University, Beijing 100191, China)

† (PetroChina Huabei Oilfield Company , Bazhou 065700, Hebei, China)
∗∗ (PetroChina Huabei Oilfield Company , Renqiu 062552, Hebei, China)

Abstract As a simple component, the beam is widely used in engineering. in the classical beam theory, a

modification factor and an equilibrium of the internal forces are introduced to obtain the shear stress, which

makes the process complicated. In this paper, a displacement function of Legendre polynomials is proposed

to analyze the shear stress with consideration of the conditions of zero transverse shear stress at the top and

the bottom. The excellent agreement between the theoretical results and those obtained by the finite element

method shows that the theoretical model of Legendre polynomials is capable of determining the shear stress of

the beam accurately. Therefore, the method may provide a new theoretical reference for the mechanics analysis

of the beam.
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在工程问题中，梁作为最简单的构件被广泛应

用. 同时，梁在材料力学 [1]、结构设计 [2-3]、振动理

论 [4] 等学科中也具有重要的作用. 其理论研究经过

了长期的发展，目前最为经典的梁理论主要包括欧

拉梁理论和铁木辛柯梁理论 [5-6].

一般情况下，欧拉梁理论忽略了横向变形和横
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向正应变的影响，假设纯弯曲时梁的所有横截面仍

保持平面 [1]，如图 1(a) 所示，且与纵线正交，即剖

面转角等于挠度曲线的一阶导数，这意味着切应变

为零. 因此，需通过轴向平衡条件得到相应的切应

力. 欧拉梁理论可以用于处理工程中有关梁的大部

分静、动力学问题 [7]. 但欧拉梁理论忽略了平面的

横向变形，所以当梁较短，或其实际长度虽然很长，

但有效长度很短时，利用欧拉梁理论得不到满意的

结果. 因此，欧拉梁理论只适用于跨高比较大的梁.

针对这一问题，铁木辛柯提出了剪切梁理论来提高

结果的精度.

如图 1(b) 所示，与欧拉梁理论相比，剪切梁理

论仍然采用平剖面假设，但放松了截面始终垂直于

挠度曲线的假设，因此截面转角不再与挠度曲线的

一阶导数相等，即梁可以发生剪切变形 [8].

(a) 欧拉梁微单元

(b) 剪切梁微单元

图 1 欧拉梁微单元与剪切梁微单元比较

值得指出的是，平剖面假设使剪切梁的切应力

沿着梁的高度方向不变，并且在梁的上下表面也不

为零，因此在铁木辛柯梁理论中，引入了截面剪切修

正系数来减少这种误差 [9-10]，即 τzx = kGγ. 但是，

剪切梁理论得到的切应力沿着梁的高度仍是均匀分

布的，虽然引入了修正系数，但是该模型依然不能准

确描述切应力沿梁高度方向的变化趋势 [11].

针对以上两种经典梁理论的不足，本文在高阶

剪切变形理论 [12] 的基础上，引入了勒让德多项式

形式的位移函数，同时考虑满足梁上下表面切应力

为零的边界条件，建立了相应的力学模型，对梁的正

应力与切应力进行了分析.

1 模型建立

本文以经典的悬臂梁为模型，如图 2所示，z 轴

为沿着梁高度方向变化的坐标轴，x 轴为水平坐标

轴，所以任何点的位移场为 (x, z).

图 2 悬臂梁分析模型

结构内任意一点的位移可由方程 (1) 表示

u = θ1(x)P1(z) + θ3 (x) P3(z)

w = w(x)
(1)

式中，u,w, θ分别为梁的水平位移、竖直位移与截面

转角，Pn (z) 为勒让德多项式

P1(z) = z

P3(z) =
1
2

(
5z3 − 3z

) (2)

由上下自由边界处切应力为零的特征，即当 z =

h, τxz = 0 时，得到方程

τxz = Gγxz = G

(
∂u

∂z
+

dw

dx

)
=

G [θ1(x)P ′1(z) + θ3(x)P ′3(z) + w′]z=h = 0 (3)

式中，G 为剪切模量，τxz 为剪应力, γxz 为剪应变.

通过方程 (3) 可以解得 θ3，将其代入方程 (1)

中，得到一组新的位移函数表达式

u = θ1(x) [P1(z) + αP3(z)] + αP3(z)w′ (4)

其中，P ′1 (h) = 1，α =
−1

P ′3 (h)
.

从而得到相应的物理方程 (5) 和 (6)

σx = Eεx = E
∂u

∂x
=

Eθ′1(x) [P1(z) + αP3(z)] + Ew′′αP3(z) (5)

τxz = Gγxz = G

(
∂u

∂z
+

dw

dx

)
=

Gθ1(x) (P ′1(z) + αP ′3(z)) + Gw′ [1 + αP ′3(z)] (6)

式中 E 为弹性模量，σx 为正应力.
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梁的虚功原理为

∫ L

0

∫ h

−h

(σxδεx + τxzδγxz) bdzdx =

∫ L

0

q(x)bδwdx (7)

其中，εx 为正应变，q(x)为横向外载荷，b为梁的厚

度，为方便计算，假设梁的厚度为 1. 将 εx，γxz 变

分后代入虚功方程 (7) 中，并通过分部积分可以得

到

[M1(x)δθ]L0 +
[
M3(x)

d
dx

δw

]L

0

+

[(
Q(x)− d

dx
M3(x)

)
δw

]L

0

+

∫ L

0

(
− d

dx
M1(x) + Q(x)

)
δθdx+

∫ L

0

(
d2M3(x)

dx2
− dQ(x)

dx
− q(x)

)
δwdx = 0

(8)

其中，M, Q 为定义的广义弯矩与广义力，表达式为

M1 =
∫ h

0

2σx [P1(z) + αP3 (z)]dz

M3 =
∫ h

0

2σxαP3(z)dz

Q =
∫ h

0

2τxz [P ′1(z) + αP ′3(z)]dz





(9)

从方程 (8) 中，可以得到控制微分方程

dM1(x)
dx

−Q(x) = 0

d2M3(x)
dx2

− dQ(x)
dx

− q(x) = 0





(10)

和相应的边界条件

M1(x) = M1(x)

M3(x) = M3(x)

Q(x)− dM3(x)
dx

= Q(x)− dM3(x)
dx





(11)

将方程 (5) ∼ (6) 及 (9) 代入到微分方程 (10)，可以

得到如下的平衡方程

A11θ
′′ + A12w

′′′ −A21θ −A21w
′ = 0

A12θ
′′′ + A13w

(4) −A21θ
′ −A21w

′′ − q(x) = 0




(12)

其中，Aij 只与材料和结构有关，表达式为

A11 =
∫ h

0

E [P1(z) + αP3 (z)]2dz

A12 =
∫ h

0

EαP3(z) [P1(z) + αP3(z)]dz

A13 =
∫ h

0

E [αP3(z)]2 dz

A21 =
∫ h

0

G (1 + αP ′3(z))2dz





(13)

通过平衡方程 (12) 和边界条件 (11)，可以解得

位移函数的表达式，应用方程 (5)和 (6)可以确定正

应力和切应力.

2 算例分析

选取如图 2 所示的悬臂梁为研究对象，采用工

程中常用的合金钢材料，其相应的材料常数为 E =

200GPa，µ = 0.25；梁的结构常数为 h = 20 µm，

L = 80 µm.

在梁的右端施加单位横向集中力，即 Q = 1 N，

分析其正应力与切应力的变化情况. 由方程 (11) 得

到 x = 0, x = L 处的边界条件

x = 0, θ = 0, w′1 = 0

x = L, M1 = 0, M3 = 0

Q(x)− dM3(x)
dx

= Q = 1





(14)

当载荷 q(x) = 0时，求解方程 (12)可以得到表达式

θ(x) =
α1,j

λj
exp(λjx) +

1
2
α1,3x

2+

α1,4x + α1,5

w′(x) =
α2,j

λj
exp(λjx) +

1
2
α2,3x

2+

α2,4x + α2,5





(15)

其中，j = 1, 2；λj 可由 θ1(x)，w′(x) 的表达式代入

平衡方程 (13) 求得

λ2A11 −A21 λ2A12 −A21

λ2A12 −A21 λ2A13 −A21





α1

α3


 =


 0

0


 (16)

将方程 (15) 代入边界条件，利用方程 (5) 可

以确定受单位横向集中力作用时的正应力. 如图 3

中，给出了 x = 40 µm 处，正应力沿 z 轴的变化情

况.
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图 3 在单位横向集中力作用下，梁内正应力的变化的趋势

可以看出，使用勒让德级数所得的正应力的理

论值 (实线) 和有限元方法分析的数值解 (虚线) 之

间符合很好.

利用方程 (6) 可以确定相应的切应力. 如图 4

中，给出了切应力沿 z 轴的变化情况.

由图 4 可以看出，使用勒让德级数所得的切应

力的理论值 (实线) 和有限元方法分析的数值解 (虚

线) 之间基本一致.

图 4 在单位横向集中力作用下，梁内切应力的变化的趋势

3 结 论

本文引入了高阶勒让德级数形式的位移函数，

应用虚功原理得到了控制方程，并考虑满足切应力

在上下边界为零的条件，建立了梁的切应力的求解

方法. 本文针对悬臂梁在横向集中力作用下的具体

情形，给出了正应力和切应力的理论分析结果，并与

有限元的分析结果进行了对比，两者均符合很好.结

果表明，本文的理论模型能够很好地反映梁在外力

作用时的力学特性，准确地确定其内部的正应力和

切应力. 因此，本文的研究可为梁的力学分析提供

新的求解方法.
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