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轴向拉伸钢管 I 型裂纹尖端的应力场
1)

张道明 ∗,2) 梁 力 †,3)

∗(齐齐哈尔大学建筑与土木工程学院, 黑龙江齐齐哈尔 161006)
†(东北大学资源与土木工程学院, 沈阳 110004)

摘要 采用弹性断裂力学 Westergaard 的方法，分析在轴向拉伸载荷作用下钢管的 I 型裂纹尖端处的应

力场. 基于Ⅰ型裂纹钢管应力场的特征，设定尖端处的应力艾雷函数，给出其应力场模型边界条件和应力场的

解析函数，并利用裂纹尖端处的切平面研究裂纹尖端局部应力场，建立了钢管裂纹尖端应力场模型. 通过钢管

与平板 I 型裂纹应力场模型的对比，结果表明二者明显不同，钢管裂纹尖端处应力峰值影响范围仅与裂纹长

度、拉应力相关.
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THE STRESS FIELD AT MODE I CRACK TIP ON STEEL PIPE UNDER

AXIAL TENSION 1)
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∗(The College of Architecture and Civil Engineering Qiqihar University, Qiqihar 161006, Heilongjiang, China)

†(School of Resources and Civil Engineering, Northeastern University, Shenyang 110004, China)

Abstract Based on the method of Westergaard, the mode I crack stress field is obtained for related boundary

conditions. The tangent plane at the crack tip is used as the stress field area at the pipe crack tip. The mode

I crack tip stress field and its influence area are obtained, and the differences of the crack tip stress fields are

shown between the pipe and the flat plate. The theoretical result shows that the influence area of the crack tip

stress field is related to the crack length and the tensile stress.
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工程事故实践表明，钢构件的疲劳损伤都起始

于构件的初始裂纹. 研究表明，构件表面和内部都

存在各种类型裂纹. 所以导管式海洋平台钢管、船

舶工程中的钢管、各类钢管的钢桁架构件抗疲劳设

计，都应建立在研究外力作用下构件裂纹尖端处的

应力场，裂纹扩展过程和裂纹扩展形态基础上，才

能确保构件承载的安全性 [1-4]. 该应力场是由裂纹

尖端处的应力状态和裂纹尖端处的峰值应力影响范

围组成. 对于钢管的初始裂纹，无论是疲劳起始裂

纹扩展 (即开裂扩展)，还是疲劳裂纹的亚临界扩展

(从起始裂纹扩展到导致构件最后发生失稳扩展以前

的阶段)，都取决于构件缺陷裂纹尖端附近局部区域

的应力场 [5-8]. 目前对应力场力学行为的研究，主要

有基于线弹性断裂力学的无限大板裂纹尖端应力状
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态 [5,9]，强度因子和断裂判据研究其峰值应力行为.

目前钢管的裂纹断裂普遍采用含裂纹的 “无限”大平

板断裂力学进行理论分析 [9-10]. 然而钢管为曲面，

因此裂缝对钢管应力影响不同于平板中的裂纹尖端

应力场. 本文针对钢管结构的 I 型裂纹尖端的复杂

应力场力学特征，建立钢管裂纹尖端应力场理论分

析模型，研究钢管中裂纹尖端的应力场. 基于尖端

处峰值应力影响范围很小，因此采用裂纹尖端处的

切平面，代替曲面钢管裂纹尖端处峰值的应力作用

面，研究其Ⅰ裂纹尖端处的应力场.

1 钢管轴向拉伸应力场

根据圣维南原理，在距开裂纹一定距离时，钢

管的应力场不受裂缝大小和形态的影响，满足柯西

平衡方程. 在外载荷作用下，钢管截面内力由弯矩

M、剪力 Q、扭矩 T 和轴力 N 组成. 对于桁架等结

构的构件主要是受拉的支管产生疲劳破坏. 因此根

据截面内力平衡，在轴向拉力 N 作用下，其管截面

总和可表示为

N =
∫

A

σzdA (1)

σz =
N

A
(2)

式中，A 为管截面，σy 为管截面轴向拉应力. 如图

1，在柱状坐标系中，轴向拉力作用下，管截面产生

管心法向切向力 σθ，其极坐标平衡方程可表示如下

1
r

∂σθ

∂θ
+

∂τrθ

∂r
+

2τrθ

∂r
+ fθ = 0 (3)

在轴力作用下钢管的边界条件，τrθ = 0，fθ = 0，方

程 (3), 可表示如下

1
r

∂σθ

∂θ
= 0 (4)

由方程 (4) 可知 σθ 为常数. 由于钢管壁厚与钢管直

径很小，σr = 0. 根据钢管在轴力作用下的力学行

为，其环向位移可表示如下

εθ =
1
E

(σθ − µσr − µσz) = 0 (5)

σθ = µσr + µσz = µσz (6)

图 1 轴向拉伸钢管 I 型微裂纹

2 裂纹对钢管应力场的影响

在轴向拉伸荷载作用下，钢管任意微单元处于

双向受力状态, 见图 1. 双向受力状态的钢管微单元

应力状态为单向拉伸和等应力双向拉伸两种微单元

应力状态叠加.

2.1 含裂纹钢管应力函数

钢管表面为圆形柱状表面，其表面有一道垂直

管轴向的裂缝. 由于钢管表面不同于 “无限大平

板”，因此其裂纹尖端应力场推导应考虑钢管表面弯

曲特点. 用弹性断裂力学 Westergaard 的方法 [5]，

裂纹应力函数可表示如下

Φ = ReZ̃(R) + zImµZ̃(R) +
A

2
(a2 − z2) (7)

式中，Φ为双调和函数，Z̃(R)为复变解析函数 Z(R)

的二重积分，R 为复变函数，表达式如下

R = a + iy (8)

式中 a 为 1/2 裂纹弧长. Φ 为艾雷函数, 即为双调

和函数，应满足于 ∆2∆2Φ = 0

∆2∆2Φ = ∆2
( ∂2

∂2a
+

∂2

∂2z

)
Φ·

( ∂2

∂2a
+

∂2

∂2z

)
(2ReZ(R)) = 0 (9)

含裂纹钢管应力场表达式为

σLa =
∂Φ

∂z2
= ReZ(R) zImZ ′(R)−A

σLz =
∂Φ

∂a2
= ReZ(R) + zImZ ′(R) + A

τLzθ =
∂Φ

∂a∂z
= −zReZ ′(R)





(10)

由式 (10), 可知选择满足全部边界条件的复变

解析函数 Z(R) 是确定应力场的关键. 在柱状坐标
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系条件下，管的圆心为坐标原点，对应裂缝的圆心

角为 2θ0，裂缝弧长为 a0, a = rθ0/2，见图 1.

参考 “无限大”板中的裂纹尖端处应力函数，设

Z(R) 可表示如下

Z(R) =
σz(1− µ)√
1−

( a

R

)2
−A =

Rσz(1− µ)√
R2 − a2

A (11)

2.2 应力边界条件及验证

基于钢管和裂纹的几何和受力特点，其应力边

界条件如下：

在 z = 0，|θ| > θ0 且 |θ| → θ0 时，σLz →∞; 钢

管最大影响角为 180◦, |θ| → 180◦, σLa = µσZ

σLa = ReZ(R)−A = µσZ (12)

A = (0.5− µ)σZ (13)

σLz = ReZ(R) + A = σz (14)

τLzθ = −zReZ ′(R) = 0 (15)

在裂纹面内，z = 0 处，有

|θ| < θ0 时, σLz = τLzθ = 0 (16)

在 z = 0 时，σLz = ReZ(R) 与 Z(R) 同量纲，z = 0

为 σLz 对称轴，由式 (11)

Z(R) =
σz(1− µ)√
1−

(rθ0

rθ

)2
−A =





θσz((1− µ))√
θ2 − θ2

0

−A , θ > θ0

i
σzθ(1− µ)√

θ2
0 − θ2

−A , θ < θ0

(17)

当 z = 0, θ < θ0，由式 (17)

σLz = ReZ(R)− yImZ ′(R) = ReZ(R)−A + A = 0

(18)

τLzθ = −zReZ ′(R) = 0 (19)

在裂纹尖端处，即 z = 0, |θ| > θ0, 且 |θ| → θ0

时, σLz →∞, τLzθ = 0

σLz| z=0
θ→θ0

= (Re(Z(R)) + A)
∣∣∣

z=0
θ→θ0

=

σz(1− µ)√
1−

(θ0

θ

)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
z=0

θ→θ0

→∞ (20)

τLzθ = −zReZ ′(R) = 0 (21)

由式 (11)∼(21)，艾雷函数 Φ 满足边界条件. 钢管任

意一点应力场为

σLa = ReZ(R)− zImZ ′(R)− (0.5− µ)σZ

σLz = ReZ(R) + zImZ ′(R) + (0.5− µ)σz

τLzθ = −zReZ ′(R)





(22)

2.3 钢管裂纹尖端应力场

由式 (22) 可知，钢管裂纹尖端局部的应力场的

解析解十分复杂. 因此，基于平板 I 型裂纹顶端应

力场影响范围较小的特点，在钢管曲表面裂纹尖端

处钢管切平面被构建. 利用该切平面，在其平面上

建立局部新的直角坐标系，代替钢管裂纹尖端曲面

柱状坐标系. 新裂纹尖端切平面坐标系 X1OY1 和裂

纹尖端局部影响区域如图 1，其复变量 ξ 代替复变

量 R, 具体表示如下

ξ = r(cos β + i sin β) (23)

根据式 (8), 则有

R = ξ + 2a0 (24)

Z(ξ) =
(ξ + a)σz(1− µ)√

(ξ + a)2 − a2
− (0.5− µ)σz =

σz√
ξ

[ (ξ + a)(1− µ)√
(ξ + 2a)

− (0.5− µ)
√

ξ
]

=
h(ξ)√

ξ
(25)

h(ξ) = σz

[ (ξ + a)(1− µ)√
(ξ + 2a)

− (0.5− µ)
√

ξ
]

(26)

在裂缝尖端处，令 h(ξ) 表示如下

lim
ξ→0

h(ξ) =
√

a

2
σz(1− µ) =

KI√
2π

(27)

KI 为钢管裂纹强度因子，表示如下

KI =
√

aπσz(1− µ) (28)

裂纹尖端局部区域复变函数 Z(ξ) 可表示如下

Z(ξ) =
1√
ξ

KI√
2π

=
KI√
2πr

(
cos

β

2
− i sin

β

2

)
(29)

Z ′(ξ) =
KI√
2π

ξ−
3
2 =

KI√
2πr

(
cos

3β

2
− i sin

3β

2

)
(30)
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将式 (29) 和式 (30) 代入式 (9)，钢管任意一点应力

场为

σX1 =
KI√
2πr

cos
β

2

(
1− sin

β

2
sin

3β

2

)
− (0.5− µ)σZ

σY1 =
KI√
2πr

cos
β

2

(
1 + sin

β

2
sin

3β

2

)
+ (0.5− µ) σz

τX1Y1 =
KI√
2πr

sin
β

2
cos

β

2
cos

3β

2





(31)

式 (31) 与平板单向受拉和双向等值受拉 [5] 的应力

场有明显的区别. 主要区别在强度因子和各应力的

常数项上. 由式 (31) 可知, 裂纹端点处的峰值应力

影响随远离端点而减小，在距离裂纹尖端一定范围

外，任意点处的应力如图 1. 因此有

σX1 =
KI√
2πra

cos
β

2

(
1− sin

β

2
sin

3β

2

)
−

(0.5− µ)σZ = µσz (32)

σY1 =
KI√
2πrz

cos
β

2

(
1 + sin

β

2
sin

3β

2

)
+

(0.5− µ)σz = σz (33)

由式 (32) 和式 (33) 的峰值应力影响范围 r 可表示

如下

ra =

[√
aπ(1− µ) cos

β

2

(
1− sin

β

2
sin

3β

2

)]2

2π(0.5 + µ)2
(34)

rz =

[√
aπ(1− µ) cos

β

2

(
1 + sin

β

2
sin

3β

2

)]2

2π(0.5 + µ)2
(35)

式中 ra 和 rz 分别为管裂纹水平切线方向和裂纹

横向切线方向的峰值应力影响范围. 由式 (34) 和式

(35) 可知：裂缝尖端峰值应力影响范围并不是圆形

区域，它仅与位置、裂缝长度和角度有关. 但当 β = 0

时，无论 ra 和 rz，在裂缝尖端水平切线方向峰值应

力影响范围为

r0 =
a(1− µ)2

2(0.5 + µ)2
(36)

因此通过测量裂缝长度，可以预测估算裂缝扩展范

围.

2.4 钢管裂纹尖端应力场塑性区域

由式 (30) 尖端附近区域主应力可表示为

σ1 =
σx + σy

2
+

√(σx − σy

2

)2

+ τ2
xy (37)

将式 (30) 代入式 (37), 设

A = cos
β

2
+ sin

β

2

B = sin
β

2

√[
sin

3β

2
−(0.5−µ) σz

]2

+
(

cos
β

2
cos

3β

2

)2

σ1 =
KI√
2πr

(A + B) (38)

σ2 =
σx + σy

2
−

√(σx − σy

2

)2

+ τ2
xy (39)

σ2 =
KI√
2πr

(A−B) (40)

σ3 = 0 (41)

对于在单向拉伸载荷作用下的无裂纹光滑构

件，当拉应力等于材料的屈服应力 σs 时，材料就进

入屈服状态. 由式 (30) 可知，在尖端附近区域存在

复杂的应力状态，由于钢材在复杂应力状态下符合

Miss判据，在三向主应力 σ1, σ2 和 σ3 作用下，等效

应力 σe 达到屈服应力 σs 时，塑性区屈服.具体如下

σe =

√
1
2
[(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2]

(42)

式 (38), 式 (40) 和式 (41) 代入式 (42) 有

σe =
KI√
2πrp

√
A2 + 3B2 = σs (43)

rp =
A2 + 3B2

2π

(KI

σs

)2

(44)

式中 rp 为裂纹顶端塑性区范围. 当 β = 0 时，裂纹

顶端塑性区 rp0 为

rp0 =
1
2π

(KI

σs

)2

(45)

考虑到塑性区应力松弛，根据文献 [6] , 应力松弛后

的塑性区范围 β = 0 在水平 x 轴方向扩大一倍. 考

虑到塑性区域的扩展，裂纹有效长度为 a + 2rp0，文

献 [6]和钢管轴向受平面应力状态，其强度因子修正

系数 M 可表示如下

Mp =
1√

1− 0.5
(σz

σs

)2
(46)

修正后的强度因子 Keff
I 可表示如下

Keff
I = MpY KI (47)

根据文献 [6] 的附录 C 和钢管平面应力受力状态，

式中 Y 为形状修正系数, 取 1.
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3 裂纹尖端处钢管与 “无限” 平板应力场

对比

3.1 钢管裂纹尖端应力场范围

钢材按其力学性质可分为软钢和硬钢. 软钢和

硬钢在力学性能上有着明显的区别.试验表明，软钢

的应力 --应变表现为 4个阶段：弹性阶段、弹塑性阶

段、塑性阶段和强化阶段,而且钢材在静力作用下，

拉伸和压缩性能基本相同.为满足软钢力学特征，采

用理想弹塑性模型为钢管材料本构模型. 具体表达

式如下

σs = Esεs , |εs| 6 εy

σs = fy , εs > εy 或 εs < −εy



 (48)

裂纹中心最高为 0.1mm，裂缝长度和载荷见表 1，

然后由裂纹处逐渐按梯度 (1:10) 向外放大. 轴心

拉伸载荷施加在管端部. 具体钢管尺寸为截面直径

550mm，壁厚 5mm，屈服强度 345MPa，弹性模量

200GPa，裂纹长度 2mm∼4mm 的穿透型裂缝，垂

直于管轴向. 为了便于观察裂缝尖端的长方向应力

影响区域，根据式 (36)，I型裂缝尖端裂缝的长方向

局部轴向拉应力峰值范围见表 2.

表 1 钢管在裂纹方向轴向拉应力峰值的塑性范围

裂纹长度/

mm

塑性影响区 rp0/mm

50MPa 100MPa 150MPa 200MPa 250 MPa

1 0.007 0.028 0.067 0.129 0.228

2 0.014 0.056 0.134 0.259 0.456

3 0.020 0.084 0.200 0.388 0.684

4 0.027 0.112 0.267 0.517 0.911

5 0.034 0.140 0.334 0.646 1.139

表 2 钢管和板在裂纹尖端方向拉应力峰值的影响范围

裂纹长/mm 1 2 3 4 5

钢管 r0/mm 0.327 0.653 0.980 1.306 1.633

无限平板 r0/mm 0.25 0.5 0.75 1 1.25

由表 2 中可知，裂纹尖端应力场范围随裂纹长

度增加而迅速增大. 钢管微裂纹顶端应力场的峰值

应力随载荷增加而增加，应力场范围没有随载荷发

生扩展. 平板裂纹应力影响范围比钢管裂纹应力影

响范围小. 微裂纹顶端峰值塑性区域范围有明显的

扩大，但影响范围很小, 见表 1，对应力场范围无影

响，和理论分析结果一致, 见图 2. 因此理论计算应

力场范围可不考虑钢材的非线性，认为应力场范围

随载荷增加无变化.

3.2 平板裂纹尖端应力场范围

平板尖端应力场 [6] 表达式如下

σx =
KI√
2πr

cos
β

2

(
1− sin

β

2
sin

3β

2

)
− σZ

σy =
KI√
2πr

cos
β

2

(
1 + sin

β

2
sin

3β

2

)

τxy =
KI√
2πr

sin
β

2
cos

β

2
cos

3β

2





(49)

由式 (49) 可知，在平板 β = 0 且无限远处，σx = 0

和 σy = σz，因此不考虑裂纹塑性扩展，平板裂纹尖

端应力场范围有

r0 =
a

2
(50)

式中, KI 为平板裂纹应力的强度因子, 表示如下

KI =
√

aπσz (51)

考虑材料塑性的影响，其平面应力裂纹尖端应力场

范围 R 可表示如下

R =
1
π

(Keff
Ip

σs

)2

(52)

式中，Keff
Ip 为平板裂纹塑性修正后的强度因子，根

据文献 [6] 可表示如下

Keff
Ip = Mp

√
aπσzY (53)

表 3 平板在裂纹方向轴向拉应力峰值的塑性范围

裂纹长度/

mm

塑性影响区 R/mm

50MPa 100MPa 150MPa 200MPa 250MPa

1 0.011 0.044 0.104 0.202 0.356

2 0.021 0.088 0.209 0.404 0.712

3 0.032 0.132 0.313 0.606 1.068

4 0.042 0.175 0.418 0.808 1.424

5 0.053 0.219 0.522 1.010 1.780

由表 1 和表 3 可知，平板在裂纹处轴向拉应力

作用下的拉应力峰值塑性范围要大于钢管裂纹拉应

力峰值塑性范围.

4 结 论

(1) 采用柱坐标体系，建立 Westergaard 解析控

制方程，给出的钢管裂纹尖端应力场不同于平板的

裂纹应力场；

(2) 理论分析裂纹顶端的应力场影响范围很

小，局部峰值应力影响范围仅与裂纹长度相关.
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推断方法，根据该方法，为了得到可靠的预测结果，

预测推断时需要综合考虑多模型选择不确定性和综

合模型的模型形式不确定性. 模型选择不确定性通

过贝叶斯方法结合调节因子法量化，量化过程中涉

及到的模型可信度与似然函数通过确定性模型计算

结果与已知点实验数据均值获取. 将该方法应用到

某飞行器在不同攻角下侧向力系数的推断预测，展

示了该方法在模型确认过程中内插预测推断的有效

性，可为其他工程结构的不确定性预测推断提供借

鉴.
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(3) 钢管微裂纹顶端应力场的峰值应力随载荷

增加而增加，应力场影响范围不随载荷增加发生扩

展，但微裂纹顶端峰值塑性区域范围有明显的扩大.

(4)计算结果表明钢管微裂纹尖端应力场，范围

很小，而且小于平板微裂纹尖端应力场影响范围，

采用裂纹尖端切面作为应力场作用平面，研究钢管

裂纹应力场是可行的.
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