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图 3 中梁截面 A 的挠度等于图 1 中梁截面 D 的挠度，即最

大挠度
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图 3 截面 A 的转角和挠度

3 结 语

本方法计算简支梁的最大挠度分为两个步骤：(1) 用悬

臂梁法计算简支梁一端的转角 (该端的选取应使第 2 步计算

较方便)；(2) 根据端面的转角为端面相对于梁的最大挠度处

转角的条件，求得最大挠度截面的位置．取最大挠度处为固

定端，端面为自由端，用叠加法计算最大挠度．本方法适用

于计算受任意集中力、集中力偶和均布载荷的简支梁的最大

挠度．若简支梁有不止一个极值挠度，可用同样方法求出．

在计算简支梁的最大挠度时，仅需用到悬臂梁作用相应载荷

的 3 组叠加公式 [1-2]，具有计算量少、计算快捷的特点．
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考虑瞬态反应影响的结构动力放大系数研究
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摘要 针对《结构动力学》中 “瞬态反应和稳态反应” 的教学

难点，从简谐载荷作用下单自由度体系的运动方程出发，推

导瞬态振动的动力放大系数公式，并与稳态反应的动力放大

系数公式进行对比，得到任意一个系数占主导因素的适用条

件. 通过对比，使学生对振动响应计算有更全面认识和深入

理解.
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《结构动力学》在推导简谐载荷作用下单自由度体系的

运动方程时，会得到以结构自振频率振动的瞬态反应项和以

外载荷激振频率振动的稳态反应项，考虑到阻尼的存在会使

瞬态振动很快衰减为零，因此通常会忽略瞬态反应影响，仅

考虑由外载荷引起的稳态反应. 这样简化在绝大多数情况下

是成立的，但教材同时提醒师生 “在特殊情况下，在反应的

初始阶段瞬态反应项可能远远大于稳态反应项，从而成为结

构最大反应的控制量”[1]. 实际工程中 [2]，例如作用时间极

短的地震或爆破载荷，系统还来不及衰减，瞬态反应项的影

响也就不能忽略 [3-4]. 为了使学生更深入理解瞬态和稳态反

应对系统的影响差异，本文将从简谐载荷作用下的单自由度

体系运动方程出发，推导瞬态反应中动力放大系数的影响公

式，并为工程实际提供参考.

1 运动方程的全解

简谐载荷作用下单自由度体系的运动方程和初始条件为

mü + cu̇ + ku = P0 sin ωt (1)

u |t=0 = u (0) , u̇ |t=0 = u̇ (0) (2)

其中，ω 为外载荷激励圆频率，ωn 为体系自振圆频率，将阻

尼 c 用阻尼比 ζ 代替，c = 2mωnζ，得到运动方程

ü + 2ζωnu̇ + ω2
nu =

P0

m
sin ωt (3)

将通解和特解代入，得到运动方程的全解

u (t) = e−ζωnt (A cos ωdt + B sin ωdt)+

C sin ωt + D cos ωt (4)

其中，us (t) = e−ζωnt (A cos ωdt + B sin ωdt) 是以结构自

振频率振动的瞬态反应项，uw (t) = C sin ωt + D cos ωt 是

以外载荷激振频率振动的稳态反应项；ωd = ωn

√
1− ζ2，
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A, B, C, D 为系数，求得

C =
P0

mω2
n

1− (ω/ωn)2[
1− (ω/ωn)2

]2
+ [2ζ (ω/ωn)]2

D =
P0

mω2
n

−2ζω/ωn[
1− (ω/ωn)2

]2
+ [2ζ (ω/ωn)]2


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(5)

引入零初始条件，u |t=0 = u (0) = 0, u̇ |t=0 = u̇ (0) = 0，

得到

A = −D , B =
Cω + Dζωn

−ωn

√
1− ζ2

(6)

当载荷作用时间极短时，即 t → 0，系统还来不及衰减，

考虑瞬态振动项的影响. 令 us 代表瞬态振动的幅值，uw 代

表稳态振动的幅值，则 us =
√

A2 + B2，uw =
√

C2 + D2，

将系数 A, B, C, D 代入计算，得到

us =
P0ω

mωn

√
(1− ζ2)

[
(ω2
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nω2
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2 动力放大系数
单自由度体系的等效静位移为 ust =

P0

k
=

P0

mω2
n

，分别

求出瞬态振动和稳态振动的位移放大系数为 βs 和 βw，即

βs =
ω/ωn√

(1− ζ2)
{[

1− (ω/ωn)2
]2

+ [2ζ (ω/ωn)]2
}

βw =
1√[

1− (ω/ωn)2
]2

+ [2ζ (ω/ωn)]2
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(8)

令 t = ω/ωn，则 βs =
t√

(1− ζ2)
[
(1− t2)2 + (2ζt)2

]，

表明瞬态响应的动力放大系数是频率比 t 和阻尼比 ζ 的

函数. 当某一振动系统确定时，阻尼比 ζ 即为常数，令

dβs/dt = 0，求得 t = ω/ωn = 1，表明共振时，瞬态响应的

动力放大系数达到最大.

比较瞬态振动放大系数 βs 与稳态振动放大系数 βw 的

大小，得到
βs

βw
=

ω/ωn√
1− ζ2

，分 3 种情况讨论：(1) 当

0< ω/ωn < 1 时，βs 与 βw 的大小取决于阻尼比 ζ 的大

小，若
√

1− ζ2 6 ω/ωn < 1，则 βs > βw；反之 βs < βw；

(2) 当 ω/ωn = 1 时，βs =
1

2ζ
√

1− ζ2
，βw =

1

2ζ
，所以

βs > βw；(3) 当 ω/ωn > 1 时，显然 βs > βw. 由此可见，

特定情况下，瞬态响应的动力放大系数 βs 大于稳态振动放

大系数 βw，可能对结构振动起控制作用，这也验证了教材中

“特殊情况下，瞬态反应项可能远远大于稳态反应项”[1] 的结

论.

3 瞬态振动幅值
考察瞬态振动位移幅值表达式

us =
P0ω

mωn

√
(1− ζ2)

[
(ω2

n − ω2)2 + 4ζ2ω2
nω2

]

令 ϕ (ωn) = ω2
n

[(
ω2

n − ω2
)2

+ 4ζ2ω2
nω2

]
，因为简谐载荷的

激励圆频率 ω 是一个定值，则 us =
P0ω

m
√

(1− ζ2) ϕ (ωn)
∝

1√
ϕ (ωn)

，现在分析函数 ϕ (ωn) 的特性，这是一个关于 ωn

的四次函数表达式.

讨论：令 ϕ′ (ωn) = 2ωn

[
3ω4

n − 4ω2
(
1− 2ζ2

)
ω2

n + ω4
]

= 0，且 ωn > 0，求得拐点

ω2
n1 =

2ω2
(
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)
+ ω2

√
1− 16ζ2 (1− ζ2)

3

ω2
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2ω2
(
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)− ω2
√

1− 16ζ2 (1− ζ2)

3

当阻尼比很小时，即 ζ → 0 时，略去负根，ωn1 ≈
ω, ωn2 ≈ ω/

√
3, 将拐点值代入 ϕ′′ (ωn) =

2
[
15ω4

n − 12ω2
nω2

(
1− 2ζ2

)
+ ω4

]
，得 (1) ϕ′′ (ωn1) =

ϕ′′ (ω) = 8ω4 > 0，则 ϕ (ωn) 有极小值，us 有极大值；

(2) ϕ′′ (ωn2) = ϕ′′
(
ω/
√

3
)

= −8/3ω4 < 0，则 ϕ (ωn) 有极

大值，us 有极小值.

因此，阻尼比很小时 (ζ → 0 时) 可以得到以下结论：

当 ωn1 = ω 时，结构发生共振，瞬态振动达到位移幅值；当

ωn2 = ω/
√

3 时，瞬态振动位移达到最小值，即在外激励圆

频率 ω 一定的情况下，可以通过概念设计体系自振圆频率

ωn，对瞬态振动减振有利
[5].

4 结 论

从简谐载荷作用下单自由度体系的运动方程出发，推导

瞬态振动的动力放大系数公式，计算表明，瞬态振动的动力

放大系数与外载荷激励圆频率、体系自振圆频率及阻尼比有

关；此外，将瞬态和稳态两种情况下的动力放大系数进行对

比，得到任意一个系数占主导因素的适用条件，使学生对振

动响应计算有了更全面的认识和更深入的理解.
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